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INTRODUCTION

Les nouveaux lexles d'Archiméde identifies par
M. Heiberg présentent, au poinl de yvue historique,
un intérét considérable. S'ils ne transforment pas
notre conception de 'wefivre d'Arvchimade, ils la
complétent, ils la précisent ; ils montrent quArchi-
méde s'élail avaneé dans les voies de la science
moderne plus loin encore quon ne le supposait ; ils
aceroissent, s'il est possible, notre admiration pour
son merveilleux génie.

Le savant malhémalicien danois, M. Zeulhen,
donl I' Histoire des Mathématiques a une réputation
universelle, vient de publier une traduction alle-
mande de ces pages miraculensement ressuscitées,
en les accompagnant d'un commentaire pénétranl
el minulieux. M. Théodore Reinach, dont I'éeuy-
dition et la euriosilé ne connaissenl pas de limites,
poursuivail, de son edlé, une tradueclion francaise
du méme texte gree, quil a réussi a faire anssi
précise que possible, en méme lemps que facile 4
lire par Uemploi de la terminologie moderne. Dans
cette Lraduction, les lacunes des démonstrations

résullant des lacunes du manuseril sonl soigneu-
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sement rélablies. Les savanls ne peuvenl que se
réjouir du double efforl de M. Zeulhen el de
M. Reinach, qui leur ouvre Loul grands les secrels
du nouveau manuseril. Je voudrais indiquer ici

ausst brievemenl gue possible les conséquences (qui

me semblent résuller de sa lecture.

On sail qu'Archimede est regardé a jusle lilre

comme le pére de la méthode d’ex istion, mélhode

dont on peul dire qu'elle est qul inlégral a

I'élal naissanl. Le principe de la méthode est le
suitvanl : pour mesurer une grandeur nouvelle
une aire curviligne, par exemple), on montre
quelle est comprise entre deux grandeurs analo-
gues qu'on sait mesurer (deux aires reclilignes, par
exemple), donl la différence peut élre rendue aussi
l“‘“‘" I'l.""l veul; la limite commune de ces deux
grandeurs esl la mesure cherchée. Cesl par celle
meéthode qu'Archiméde a caleulé laire de la para-
bole, ¢’esl i-dhire, d une lacon |||'!'<'i-|', I'aire com-
prise enlre une parabole, son axe et deux perpen-
diculaires quelconques a cel axe; il obtint celle
aire comme la limile d'une somme de surfaces
rectangulaires de plus en plus nombreuses et de
plus en plus minces. La sommalion qu’il a dad
accomplir serail représentée aujourd'hui par le

syvimbole :

/

Archiméde a donc effeclué el avec une rigueur

parfaile la premiére inlégration.

Il est vrai que le principe de la méthode d'exhaus-

tion se trouvail déja, au moins partiellement, dans

Eudoxe, prédécesseur d'Euclide el d'Archiméde, &
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qui est due la mesure du volume de la pyramide. On
sail que le ealenl élémentaire de ce volume repose
sur le lemme qui exprime I'égalité des volumes de
deux pyramides qui onl la méme hauteur et des
bases équivalentes. Or, pour démontrer ce lemme,
Eudoxe comprend le volume d'une pyramide entre
les volumes de deux sommes de prismes, volumes
dont la différence tend vers zéro. Si Eudoxe avail
déduit de la directement le volume de la pyramide
en sommant les volumes de prismes de plus en
plus nombreux et de plus en plus minces inscrits
dans la pyramide, c’est lui qui ent fail la premicre
intégration, el précisément la méme inlégration :

/‘ L.\’lf’\

donl dépend 'aire de la parabole. Mais il sest borné
i employer sa méthode a la comparaison de denx
volumes encore inconnus, sans en lirer la valeur
commune de ces volumes.

Cest done Archiméde qui, le premier dans I'his-
toire de la science, a effectué une intégration. Sa
méthode, il 'a exposée sous une forme irréprocha-
ble, non pas seulement & propos de airve de la para-
bole, mais dans son Traité sur les Paraboloides el
les Ellipsoides : ¢’est dans ce dernier Traité qu'il lui
a donné sa forme la plus générale, el il I'a appli-
quée & des intégralions qui seraienl représentées

aujourd’hui par les symboles :

~h

/ xdx, /ﬁ.l.\'a’w.

o a

Dans son Trailé sur les Cenlres de gravité des
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figures planes, il a méme effectué U'intégration :

-

/ .I_\“r.l'.\',

a

mais & aide de procédés toul spéciaux. Le nouveau
Trailé n'apporte pas d'intégralions nouvelles, mais
il expose des procédés entiérement différents el trés
inluitifs pour résoudre des problémes variés el
apercevoir des Lhéorémes oii inlerviennenl les Lrois
intégrations précédenles, La méthode d'exhauslion
est au fond de ces proeédés, mais ce qui en fait la
fécondité, ce qui permel (2 l'aide de trois quadra-
tures dislincles seulement) de Leaiter une multitude
de queslions, ¢'esl une nolion toute moderne el qui
apparait 1a pour la premicre fois dans 'euvre
d'Archiméde : la notion de moment d’ une foree par
repport & une droite ou i un plan.

Celte notion qu’Archiméde emploie constamment
sans luj donner de nom, c'est U'équilibre du levier
qui la lui a suggérée, el e'est sous sa forme méea-
nique qu'il Fintroduit dans tous ses raisonnements.
Traduile en langage moderne, sa méthode consiste
a comparer deux volumes qu'on regarde comme des
solides homogénes, el & montrer que les poids de
leurs éléments onl méme moment résullant par
rapporl & une certaine droite. Comme un des volu-
mes a élé choisi de facon que ce moment résullanl
fil connu pour lui, il est eonnu également pour
Fautre : d'oit une propriété géométrique de ce der-
nier volume,

Parmi les [héorémes qu'Archiméde mel ainsi en
évidence, il en est auxquels il altache une impor-

Lanee ||-’II'|il'l|Jil"}'|'. el r‘r'l-‘l f]nli{' ('l‘-n I‘;lir«'llll'«' |||||JT
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un Hermile eil admiré la finesse. Les propositions
qu'il a publiées jusque-la sur les volumes ronds
n'expriment jamais que I'égalité de deux lels vo-
lumes. Par exemple, le volume d'une sphére esl égal
au volume d'un eyfindre ayanl pour base un grand
cercle de la sphére el pour hauteur les 3/4 du rayon ;
mais on ne sail pas, avee la régle et le compas,
construire un enbe de méme volume qu’une sphére
de rayon donné, et il est démontré aujourd hui que
la chose esl impossible. Or, dans sa letire & Eralos-
théene, Archiméde forme deux exemples de volumes
ronds équivalents & un cube ou & un prisme, qui
se conslruisenl trés aisémenl daprés les dimen-
sions du volume rond. Lintérét qu'Archiméde
altache a de telles propositions lémoigne d'un sens
vraimenl prophélique des problémes de 'Algébre
moderne.

Un fail bien remarquable, ¢'est qu'Archimade
considére sa nouvelle méthode cornme une méthode
d'invenlion, mais non comme une démonstration .
Il serait inléressanl de comprendre exaclement
pourquoi.

Comme dans loutes les applications du procédé
d’exhaustion. Archiméde décompose les volumes
étudiés en tranches de plus en plus nombreuses
et de plus en plus minces. Mais il ne prend pas la
peine de donner an proeédé sa forme irréprochable:
en fail, il découpe le volume, a l'aide de plans
paralléles équidistants el de plusen plus rapprochés;

‘11 admet seulement qu'elle peut contribuer a faciliter
une démonstration rigourense, parce qu'il est plus facile de
démontrer un théoréme déja énoncé que d'en faire 4 la fois
la découverle el la démonstration.
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mais il assimile immédiatement les tranches trés
minces ainsi oblenues i des aires planes; il parle
comme le ferail un partisan des indivisibles. Esl-ce
|]l-||l' ||!|'j| esl encore iru'.‘lfh‘lhli‘ |||‘ ll'miljil'i' I'i;:-:ll—
reusemenlt son _;rl'nl-'z-uii" l].r'\||,‘llhliull'.> Non pas,
car les nouveaux lexles sonl siirement poslérienrs
i sa quadrature de Ia I,h:r."'.‘u’-rafr'_ on la méthode
d’exhaustion est exposée d'une facon magistrale.
S'il emploie un langage incorrect el abrégé, ¢'est
d'abord pour rendre plus intuilif son procédé
d'invenlion et ne pas embarrasser de détails de
rigueur; c'esl ensuile qu’il juge celte riguenr inu-
tile, parce quelle ne suffirait pas & rendre impec-
cable une méthode ot des considérations méca-
niques se mélent a4 la Géométrie.

Ce souci de dégager ses démonstrations de lonte
considération mecanigque apparail déjd dans son
Traité sur la (quadralure de la '|;|;-;|i,.|[,»‘ ot il ne se sa-
lisfait que d'une démonstralion striclement mathé-
malique. Serail-ce purisme de géométre? La chose
esl peu vraisemblable d'un espril aussi philoso-
phique. Serail-ce un sacrifice anx préjugés contem-
porains? Dans ce cas, il déclarerait que sa méthode

esl rigoureuse, mais qu'il donnera d'autres démon-
|

strations pour éviter toule controverse. L'explica-
lion qui me parait la plus plausible est celle que
suggere M. Zeuthen les propriétés des centres
de gravité sur lesquelles il sappuie. Archiméde
n'en connaissail encore que des démonstralions
imparfaites, el c'est plus tard seulement qu’il
a publié celles qui figurent dans son Traité bien
connu.

Quai qu’il en soit, un fait incontestable. ¢'psl qu’d

R e VIR (B Y )"




INTRODUCTION 9

I'époque oit il écrivait a Eratosthéne, Archiméde pos-
sédail dans loule sa perfection la méthode d'exhaus-
tion. La négligence avee laquelle il Pexpose ici ne
saurail done étre invoquée comme la preuve qu'il
élait bien loin d’entrevoir les principes du vrai
caleul intégral; au contraire, elle fail ressortir la
streté avee laguelle il maniait déja ces principes
comme instruments d'invention, en les associant a
des concepts géométro-mécaniques modernes, el
sans étre obligé de se garder, par toul un appareil
de rigueur, contre les erreurs possibles. Les pages
(qui suivenl ne peuvenl que fortifier le senliment
de quiconque a lu les euvres classiques d’Archi-
méde @ ¢’est un aceident historique qui a interposé
18 siecles entre Archimede et Galilée,

Paul Painlevé,

de I'.\t::i-l-‘-rni_n‘ des Sciences,
Professeur & ln Sorbonne et & I'Ecole Polytechnigue.
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Le Traité nouvean d’Archiméde dont je publie
ci-apres la traduction a été vendu a la lumiére dans
des circonslances assez remarquables.

Un paléographe gree, Papadopoulos Kerameus,
auteur d'un volumineux et savanl catalogue des
manuscrils du Patriarcal gree de Jérusalem, y
signalail, en 1899, sous le n” 335 (1. IV, p. 329), un
manuserit sur parchemin, palimpseste, provenant
du monastére de Saint-Savas (Palestine). L'éerilure
la plus récente, du xin” siecle, est celle d'un recueil
de pricres byzanlin sans intérél; Iéeriture plus
ancienne, disposée transversalemenl, apparaissail
par endroils trés distinele, ayanl é1é non gratlée
par le nouvean seribe, mais simplemenl épongée;
elle accuse une main du x° sieele. M. Papado-
poulos Keramens reconnnt qu'il sagissail d’un
ouvrage malhémalique, accompagné de ligures, el
il en reproduisit quelques phrases a litre d’éehan-
tillon. Ces citations tombérent sous les yeux d'un
professeur allemand, H. Schiene, qui,a son tour, les
fit voir & M. Heiberg, professeur & I'lUniversité de
Copenhague, édileur d'Archimede el d'Apollonins
el le savant d'Europe le plus compélent en ces
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maliéres. M. Heiberg identifia aussilol les extrails
cilés par Papadopoulos avee aulanl de passages
connus d'Archiméde. Sa curiosité éveillée, il de-
manda communication du palimpseste, qui, enlre
temps, avail été transporté a Constantinople dans
un prieuré du Phanar (le métochion du cloitre du
Sainl-Sépulere de Jérusalem) dépendant du Patriar-
al ecuménique, Cetle communication lui ful
refusée. Le savanl danois ne se découragea pas.
Comme la_ montagne n'allait pas & Mahomel,
Mahomel alla & la monlagne.

Pendant I'élé de 1906, M. Heiberg fit le voyage de
Constantinople el pul éludier & loisir le précieux
document. Il y reconnul avee joie les restes d'un
manuserit d’Archiméde, plus eomplel qu'aucun de
ceux qu’on possédail jusqu'a présent. Quoique fort
mutilé, ee manuseril renferme encore, en effel :
12 des parties considérables de plusieurs Trailés
déja connus du grand géométre (De Ja sphére et
du eylindre, Des hélices, Mesure du cercle, Les
dquilibres); 2° la plus grande partie du lexle grec
(inédil) du Traité des Corps flottants, donton n'avail
qu une traduction latine refaile sur 'arabe, dalant
du Moyen-Age; 3°les premiers chapitres d'un Trailé
complétement inédil, le Stomachion, ¢ esl-d-dire
« le Taquin ». sorte de jen de palience géométrique;
f° le texte, également inédil el aux lrois quarts
complel, du Traité de In méthode 'I{?oilkcj’v ou
"'Egofoc), connu seulement par une Notice de Sui-
das® el trois bréves cilations dans les Meélriques

* Elle nons apprend que ce Traité avait été commenté
par un certain Théodose,
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d’Héron, ouvrage qui, lui-méme, n'a été publie
qu'en 1903, précisément par H. Schamne,

M. Heiberg se propose d'utiliser complétement
lous ces matériaux pour la nouvelle édition de son
Arvchimede, qu'il a en préparation. En altendant, el
pour salisfaire 'impatience des savanls, il a publié
dans I'Hlermes, en partie daprés ses copies, en
partie d'apreés des pholographies, le lexle gree de
1" "Egosos ou Traité de la méthode. Tous ceux qui,
comme moi, onl e le privilege de jeter les yeux
sur ces photographies, apprécieront le mérile peu
commun de la publication du savanl danois. Non
sealement il a fallu déehiffrer & la loupe, lettre par
lettre, un texte souvent peu lisible, reconstituer des
ligures i demi-elfacées, mais M. Heiberg a di, toul
d'abord, rétablir l'ordre profondément troublé des
fenillets, qui, lors de la seconde utilisation du par-
chemin, ont é1é pliés en deux — pour les ramener
de I'in-folio au formal in-4° — et disposés dans une
succession arbitraire. Ajoutons que M. Heiberg,
dans des noles concises, a reclilié un grand nombre
de bourdes manifestes du copiste el indiqué som-
mairement dans quel ordre d'idées on pouvail
combler les lacunes fréquentes el considérables du
texte. Enfin, dans une Introduction érudite, il a
fail ressortir le haut intérét historique el seienti-
lique du nouveau Traité el marqué sa place ¢hro-
nologique dans I'eruvre et dans la pensée d’Archi-
méde ",

' Le Traité de la méthode est sirement postérienr a fu
Cuadrature de la parabole. Je suis porté a croire qu'il est
cgalement postérienr aux leaites Des Conoldes el Sphire of
Cylindre.
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Il m'a semblé quune découverte de celte impor-
tance ne devail pas rester I'apanage exelusif des
savinls qui joignent la connaissance du gree i celle
des Mathémaliques. Aprés avoir, dans une commu-
nicalion a I'Académie des Inscriplions el Belles-
Leltres, essaye a4 mon tour de dégager les enseigne-
ments qui découlent du nouveau Traité pour |'his-
toire de la Géomélrie anlique, j'en ai enlrepris une
traduction inlégrale, que je place aujourd'hui sous
les yeux du public francais, grace au libéral aceueil
du directeur de cette Revue, Cotte traduction étail
presque lerminée lorsqu'un géometre danois bien
connu, H. G. Zeuthen, — I'historien des seclions
coniques dans PAntiquité, —a fail paraitre, dans la
Bibliotheca Mathematiea de Teubner (27 juin 1907).
une traduction allemande du méme document,

suivie d'un commentaire Lrés intéressant. Quoique
celle publicatiion soil plus aceessible aux mathé-
maliciens que I'édilion greeque originale, je n'ai
pas cru devoir pour cela renoncer & mon entreprise.
D'abord parce que Lous les savants francais quis'in-
Léressent @ Ihistoire des Mathémaltiques ne savent
pas lallemand; ensuite parce que M. Zeulhen s'est
conlenté de traduirve litléralemenl ce qui subsiste
du texte original, landis que je me suis efforcé
d'en combler, au moins pour le sens, loutes les
lacunes, grandes ou pelites. J'ai profilé, a cet effet,
des publicalions mémes de MM. Heiberg el Zeuthen,
el des conseils de quelques amis mathémaliciens,
parmi lesquels je me plais a citer toul particulie-
rement M. Roger Prévosl, capitaine dartillerie.

Je laisse & de plus compétents le soin d'apprécier

quel aceroissemenl la découverte de M, Heiberg
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apporte & nolre connaissance de histoire de la
Géometrie antique el du génie d'Archimede. Je leur
laisse aussi la tiche particulicrement délicate de
caraclériser la valeur de celte « méthode » dont
Archiméde est si fier, et quiil n'a pas cru devoir
garder pour lui. Il me suffica de faire remarquer,
apres MM, Zeuthen et Painlevé, que cette méthode
consisle essentiellement: 1°adélerminer ce que nous
appelons aujourd’hui le « moment » slalique d'un
corps (par rapporl a un plan lixe ou une droite lixe)
par la subdivision de ce corps au moyen d'un nombre
infini de plans paralléles ; 2 & lirer ensuite de
I'équalion d'équilibre la connaissanee du volume
(ou de la surface) ou la délerminalion du centre de
gravile!. Sans doulte, ni le nom ni la notion méme
du « moment» ne se rencontrent sous la plume d’Ar-
chimeéde; mais il est facile de voir que le corps
dont il sagit de déterminer le volume est loujours
le quotient du moment du corps auxiliaire par une
constante, Remarquons encore que des plans parval-

' Pour mienx préciser, Archimede coupe le volume con-
gidéré en tranches par des plans paralleles, el compare une
section quelcongue a la section faite par le méme plan
dans un aatre corps déterming, de volume connu. 11
cherche ensuite a déterminer sur une droile deux segments
conligus proportionnels & ces deux sections : alors, il con-
sidére cette relation comme 'equation d’équilibre, par
rapport i un point, des deux volumes élémentaires (corps
¢ludié el corps de comparaison) suspendus anx mstn.mlln-
de la droite, 8i le bras de levier correspondant an volume
eludie est constanl, cette équation d'équilibre donne le
volume cherche. Si, au contraire, le volume étudié est
connu, el que ce soil le bras de levier correspondant aux
elements du corps de comparaison qui soil conslant,
I'equation d'équilibre donne la détermination du centre de
gravite du corps étudie, 3
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léles divisent un corps en un nombre infini de
volumes élémentaires de hauteur infiniment petite.
Ces volumes élémenlaires, Archimeéde les assimile
criment a des plans (comme ailleurs il assimile des
surfaces élémentaires & des droites), el, d'une rela-
tion d'équilibre entre deux sections planes homo-
logues de figures de méme hauteur, placées d'une
facon convenable, il conclut & 1'équilibre des
volumes de ces figures elles-mémes, considérées
comme la somme de ces sections.

Archiméde a conscience du peu de rigueur de ce
procéde, el c'est pourquoi, dés qu'il a découvert
une relation par cette méthode, il saltache a la
démontrer par une méthode d'exhaustion rigou-
reuse, ol les volumes élémentaires sonl Lraités
comme lels el le corps considéré comme la limite
commune d'une série de solides élémentaires ins-
crits et circonserits, dont la différence peut étre ré-
duite autant qu'on veul. Mais en réalilé, comme
le dit M. Heiberg, « la méthode d’Archimeéde est
identique avec le ealeul intégral » ou, plus exacte-
ment, constitue une méthede d'intégration. Cetle
proposiliona été conlestée, parce qu'on s'estattaché
ila forme du raisonnement plutt qutau fond ; mais
nous eroyons que, plus on approfondira la question,
plus on se convainera que cette assimilation est
exacte el qu'Archimeéde a été, sans le savoir el sans
que ceux-ci s'en doutassent, le véritable précurseur
de Leibniz el de Newton. En ce qui concerne le
concepl du « moment nu‘-e':mique n, le rapporl esl
encore moins douteux, En effet, la «méthode méca-
nique», considérations infinitésimales & part, est
déja employée dans la Quadrature de la parabole,
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Traité connu el éludié dés la Renaissance @ sur ce
point, entre la théorie d'Archiméde el la Mécanique
moderne, il y a done eu non pas rencontre forluite,
mais influence directe et filiation incontestable.

Théodore Reinach.

Notu. — La traduction ci-aprés serre le texte du plus
prés possible; toutefois, je me suis permis de lemp!su er
en geénédral le raisonnement en langage ordinaire sur
les proportions par la notation algébrique actuelle, qui
parle plus vite aux yeux et a l'esprit des lecteurs mathé-
maticiens. Les figures (sauf 1, 5, 41, 12, 16 et les der-
niéres depuis 18) sonl celles de Heiberg, c'est-i-dire
d'Archimede. Les crochets | | signalenl les parties
perdues que j'ai restituées par conjecture; les paren-
tlllést?s( ), les mots que j'ai ajoutés ¢i et la pour plus de
clarté.



ARCHIMEDE

DES THEOREMES MECANIQUES

oy
DE LA METHODE

(EPHODIQUES)

(PREAMBULE).

Archimede & Eratostheéne', salul,

Je Uai envoyé précédemment les énoncés de
quelques-uns des théorémes que j'avais découverls,
el donl je Uinvitais * & trouver les démonstrations,
que je ne te donnais pas pour le moment, Yoici
quels étaient ces énoneés” :

1° Si, dans un prisme droit a bases car-

' Eratosthéne de Cyréne (environ 275-195 av. J.-C.), célébre
polygraphe . — grammairien, géographe, chronologiste,
mathématicien, philosophe, poéte didactique — prit le pre-
mier le litre de « philologne » et ful sunomme « Béta »
(denxiéme leltre de Palphabel gree), parce qu'il était le
second dans toules les branches spéciales de la connais-
sance, Il Tul longtemps administeatenr de la Bibliothéque
d’Alexandrie.

* zapevo: eleiowewy, expression singuliére. l'adopte l'inter-
prétation de Zeuthen.

* Les énoneés de ces deux theorémes sont cités en abrége
par Héron, Mctrigues (éd. Schine), p. 130,
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rées*, on inserit un eylindre — ayant les hases ins-
crites dans celles du prisme et la surface latérale®
tangente a ses faces latérales — el qu'on ntne un
plan par le centre d'une des hases el un colé du carré
opposé, ce plan détachera du eylindre un segment,
limité par le plan sécant, le plan de base et une
portion de la surface cylindrique, dont le volume
sera le sixieme de celui du prisme entier;

90 SiPoninscrit dans un cube un premiercylindre,
ayanl les bases inscrites dans deux faces opposeées
du eube el la surface latérale tangente aux quatre
autres faces; puis un second cylindre, ayant les
bases inserites dans deux autres faces opposées et la
surface latérale tanyente aux quatre restantes; le
volume formé par ['inlersection des deux surfaces
eylindriques et commun aux deux ¢ ylindres vaudra
les deux tiers du cube entier.

On voit que ces théorémes sonl d'une toute autre
espéce que ceux que je Uavais précédemment com-
muniqués *. Dans ceu x-lit, en effel, je comparais, au
point de vue du volume, des ligures d'ellipsoides ou

¢ Le lexte dit « @ bases reclangulaires » (mapaidnloypapuos
a presque constamment le sens de rectangle chez Archi-
made): mais la suite prouve qu'il s'agil bien de carrés. Au
lien de prisme, nous dirions parallélipipéde (plus correcle-
menl : parallilépipede), mais ce terme, deéji employé par
Euclide, n'est pas usilé par Archiméde.

® Archimeéde dit : « les cO1Es » (=) evsai).

s (est-a-dire les théorgmes sur les volumes des conoides
(paraboloides) et sphéroides (ellipsoides). Archiméde avait
egalement communiqué ces théorémes (ou du moins ceux
sur les paraboloides) a l'aslronome alexandrin Conon:
aprés la mort de celui-ci, il en envoya les démonstralions
i Dosithéos, éléve de Conon, dans le Traité (conserve)
Izpt xmvostiny xal GPPUELIGEWY.
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de paraboloides® de révolution et des segments de
figures de ce genre & des comes el & des cylindres;
mais jamais je ne trouvai quune figure pareille fut
équivalente i un solide délimité par des plans®. Au
contraire, dans le cas actuel, jai trouvé que chacun
des deux volumes eonsidérés — compris entre deux
plans et des surfaces eylindriques — est équivalent
A un solide compris entre des plans,

Jai rédigé dans le présent livee el je Uenvoie les
démonstrations de ces deux théorémes. Mais e
voyant, comme jai coutume de le dire, savant
zélé, philosophe distingué el grand admirateur des
[recherches mathémaliques®|, jai ern devoir y
consigner également et e communiquer les parti-
cularités d'une certaine méthode dont, une fois
maitre, tu pourras prendre theme pour découvrir,
par le moyen de la Mécanique, certaines vérités
malthématiques . Je me persuade, dailleurs, que

* Je substitue, pour plus de clarté, le mot ellipsoide (de
révolution) & celui de » sphéroide » employé par Archiméde,
et de méme paraboloide (de révolution) & « conoide ». 11
faut dire toutefois que les termes d'Archimeéde sont plus
expressifs que les notres : le corps formé par la rotation d'une
ellipse pessemble @ une sphére, el de 14 le nom sphéroide;
de méme le corps engendré par la rotation d'une parabole
ressemble 4 un cone.

2 Ce que nous appelons un polyédre (lerme inconnn des
anciens ),

* lei un mol illisible. M. Heiberg m'éerit que les restes
des caraclires ne permettent pas de suppléer le mol polnpzswy
(les mathémaltigques). On remargquera le lon légérement pro-
tecteur donl Avchimeéde (né en 287) s‘wlresse 4 Eralostheéne,
son cadet d'une douzaine d'années.

* Yoila bien la définition de la méthode exposée oun
plutdt exemplifice dans le present Leaité. La considération
des infiniment petits et leur sommation ne sont qu'un des
procédeés de cette méthode,
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celte méthode n'est pas moins utile pour la démons-
tration méme des théorémes. Souvent, en effel, jai
découverl par la Mécanique des proposilions que
jai ensuite démontrées par la Géomélrie — la
méthode en question ne constituant pas une dé-
monstration véritable. Car il est plus facile, une
fois que par cetle méthode on a acquis une cer-
taine connaissance des questions, d'en imaginer
ensuite la démonstration, que si I'on recherchail
celle-ci sans aucune nolion préalable. Par la méme
raison, les théorémes dont Eudoxe® a le premier
découvert la démonstration, — & savoir que le cone
est le tiers du eylindre, la pyramide le tiers du
prisme qui onl méme base el méme hauteur, — il
fauten rapporler une bonne part de mérite & Démo-
erite®, qui le premier a énoncé, sans démonslra-
Lion, les proposilions relatives a ces figures.

En ce qui concerne aussi ces Lhéorémes®, que je

* Endoxe de Cnide, célébre astronome el géométre (408-
355 av. J.-C.), éléve d'Archylas et de Platon. Nous savions
déja par Archiméde (1, &; 11, 296, Heiberg) qu'Endoxe avait
le premier scientifiquemnent établi les théorémes en ques-
tion, en se fondant sur le postulal (aussi employé par
Euclide et Archiméde, Sphéare et eylindre, init.) que toute
grandeur donnée peutl étre mullipliée un nombre suffisant
de fois pour dépasser une antre grandeur donnée.

* Démocrile d’Abdére (450-3702), le célébre philosophe,
qui se vantail de son habilet¢ dans les constructions géo-
métriques. Nous savions par un lexte de Plutarque (Con-
tre les stoiciens, 39) que Démoerile s'étail occupé des sec-
tions d'un cdne paralléles 4 sa base, mais nous ignorions
absolument — et Archiméde, dans son Traité Sphire ol
cylindre, probablement antérienr & nolre livee, parait avoir
ignoré lui-méme — qu'il ent énoncé les deux théorémes
d'Eudoxe.

* Le texte dit : « ce théoréme », pent-étre, comme me le
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publie aujourd’hui, j'en ai faitla découverte d'abord
[par la méthode mécanique. Aussi crois-je| devoir
nécessairement Uexposer celte méthode, et cela pour
deux raisons : dabord, puisque j'y ai fait allu-
sion ailleurs', je ne voudrais pas élre accusé par
quelques-uns d'avoir parlé en 'air; ensuile, je suis
convaincu que cetle publication ne servira pas
médioerement notre seience, Car, assurément, des
savants actuels ou futurs, par le moyen de celte
méthode que je vais exposer, seronl mis & méme
de découvrir d'aulres théorémes que je n'ai pas
encore rencontrés sur mon chemin.

Je Uexposerai done, en premier lieu, la premiere
proposition que jai découverte par la Mécanique :
« Tout segment de parabole® vaut une fois el un
tiers le triangle ayant méme base et méme hau-
teur », ensuile toutes les aulres propositions décou-
vertes par la méme méthode, A la fin du livee j'ins-
erirai les [démonstrations]| géométriques...”.

fait observer M. R. Prévost, parce que le second théoréme
n'est, au fond, qu'un corollaire du premier.

t Nolammenl dans le lraité Quadrature de la parabole,
dédie a Dosithée, oo il est dit (11, 294, Heiberg) : « Je tenvoie
un théoréme inédit de Géométrie, que j'ai découvert d'abord
par la Méeanique, ensuile démontré géométriquement. » La
démonstration qui suit est mi-partie mécanique (no* 6-16)
mi-partie géomeétrique.

* Archiméde dit toujours, au lieu de « parabole » {terme
introduit un peu plus tard par Apollonins de Perge), « une
section de cOone rectangulaire », c'est-d-dire la section pro-
duite, par un plan perpendiculaire a une génératrice, dans
un c¢ome dont 'angle an sommet vaut un droit.

* La phrase élant incompléle, on ne sait pas si Archiméde
s'engageait 4 donner a la findu livree les démonstrations géo-
métriques de foutes les propositions (telle est Vinlerpréta-
tion de Zeuthen) on senlement des deux principales. 11
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(LEMMES "),

[. Si 'on [retranche une grandeur a d'une autre
grandeur A n’ayanl pas le méme centre de gravité,
le centre de gravilé de la grandeur restante b sera
situé sur la droite qui joinl les deux autres cenlres,
prolongée dans le sens du centre de A; et l'on
obtiendra Ia distance du centre de b au centre de A}
en prenant une longueur qui soit par rapport & la
distance des centres de A et de @, comme le poids
de a esl au poids de b

semble probable qu'il faut y ajouter en tout cas celle du
théoréme 1of (voir la fin de ce théoréme).

! Les propositions qui suivent, données sans autre expli-
calion, sont presque toutes des théorémes de Mécanique
élémentaire; plusieurs sont démontrées dans le Traité d'Archi-
méde qui nous est parvenu sous le titre « Equilibres des
plans ou centres de gravite des plans, livre | v ('Exiréduy
ioopponiar % wévtpa fapiv immibwy, a’), dans U'édition de
Heiberg, 11, 142 suiv. Nous le citerons ainsi : « Centres de gra-
vité, 1 ». Cet ouvrage (mais non le livee I du méme Traité)
esl sturement antérieur au présent Traité. 11 est possible qu'il
faille l'identifier avec 'ouvrage cilé ailleurs (Quadr, paral. 6)
sous le litre de Maggavizae ou souns celni de Etouyeia tiv
wngavixay (ainsi cité dans le texte nouvellement découvert
des Corps flottants),

® (o théoréme (Centres de gravite, 1, 8 = 11, 161 Heib.) est
une conséquence nécessaire du principe fondamental (ibid.,

I. 6-1) que, lorsque

A deux grandeurs se
composenl  en  une
0 grandeur totale, les
E r 2z trois centres de gra-
. vile sonl sur une

A mime droite, que le
centre de la gran-

Fig. 1. deur composée divise

en segments inverse-
ment proportionnels aux poids des composantes, Dés lors
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Il. Si les centres de gravité d'un nombre quel-
conque de grandeurs sonl situés sur une méme
droite, le centre de gravité du systéme tolal sera
également situé sur celle droite’,

[Tl. Toute droite a pour centre de gravilé le poinl
qui la divise en deux parties égales ®,

IV. Tout triangle a pour centre de gravité le
point de rencontre de ses médianes?,

V. Tout parallélogramme a pour centre de gra-
vité le point de rencontre de ses diagonales .

VL. Le cercle a pour centre de gravilé son centre
de figure,

VIL. Tout cylindre a pour centre de gravité le
point milien de son axe.

VIIL. Tout ebne a pour centre de gravité [un
point situé sur la droite menée du sommel au
centre de la base et qui la divise en deux segments
donteelui qui part du sommet est] triple [de 'autre]®,

(fig. 1), si de la grandeur AB (centre T') on retranche la gran-
deur AA (centre E), le cenlre Z de la grandeunr restante AR
esl placé de Lelle sorte qu'on ait :

r . ]N'liIiS AA
PR poids AB®

! Cf. Centres de gravité, 1,5 el corollaires (11, 149 el sniv.
Heiberg).

* Centres de gravité, 1, § (11, 146).

Mol & mol : « le point ot se rencontrent les droites
menées des sommels du triangle au milien des cotés oppo-
868, » Centres de gravité, 1, 14 (11, 183), La démonstralion
(1. 13) repose sur la décomposition do triangle en une somme
de reclangles.

t Centres de gravité, 1, 10 (11, 164),

" Nous ne possédons pas de démonstration par Archiméde
de cetle proposition. 11 est probable quelle s'élablissail :
1o en déterminant le centre de gravité dune pyramide
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[Les propositions] ci-dessus [ont été précédemnment |
démontrées; [on y joindra la suivante dont la dé-
monstration est facile] .

IX. [Etant données deux séries de grandeurs
AAAA...., BB B.B,... en méme nombreet telles que
le rapport de deux grandeurs de méme rang soit

— IA_.-\I__-\, 3 ot s
cons ll.ll.'g-—--l'i—' —TE :I' s1 toul ou parue des

grandeurs A sonl dans des rapports quelconques
avee des grandeurs CC,C.... et si les grandeurs B de
-ang correspondant sont respectivement dans les
mémes rapports avee d'autres grandeurs DDD,..,
la somme des grandeurs A sera a la somme des
grandeurs C considérées, comme la somme des
grandeurs B a celle des grandeurs D correspon-

dantes' :
TA _ XB

triangulaire ; 20 en passant de 14 4 une pyramide polygo-
nale; 30 en considérant le cone comme lalimite vers laquelle
tend une pyramide inscrite quand on augmente indéfini-
ment le nombre des cotés.

t Ge lemme est la proposition initiale du Traité dil
Des conoides et sphéraides (1, 290, Heib.}.

Puisque 9 == ou -(- =5 J-E =m, el de méme 5=A—'-= m,
4 " y By

D
A B D

o évid ; JEC_EA Foi A _IB
etc., on a évidemment : Fp=sg, dou Fe==sm.

Notre lemme peut étee appliqué (el élail sans doule
dans le texte inlégral des derniers théorémes) pour passer
de la constatation de 'équilibre des sections AAA,... CC,C,..,
détermindes par des plans équidistants dans un volume V
el dans un volume auxiliaire W, i I'équilibre de ces volumes
eux-memes. Considérons, en effel, les seclions A comme
les bases de prismes élémentaires BB,B,... dont la somme
enveloppe le volume V; et de mime les sections G comme
les bases de prismes ¢lémentaires DD, D,... dont la somme
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(Tugonene I*)",

Etant donné* un segment de parabole ABT (lig. 2),
si par le milien A de la corde on méne® le dia-
métre AE qui coupe Tare en B et qu’on joigne BA,
BI, la surface du segment ABU vaut les 4/3 du
triangle ABI.

Menons AZ paralléle an diamétre, et la tangenle

enveloppe le volume W. 8i m esl l'équidistance (e'est-i-
dire la hauteur des prismes), on a évidemment :
B mA A By A, IB ZA

ete.: done : D = 50°

D= me 6Ly G

Reste a passer des corps enveloppants (EB, ED) aux
volumes V, W enx-mémes : ¢'est ce que fait Archiméde en
s'appuyant sar le postulat d'Eudoxe cité plus haot, p. 9135,
note 5. [Le contenu de la note qu'on vient de lire m'a ¢té
suggeré par M. R, Prévost.]

t L'énoneé de ce théoréme est cité par Héron, Métrigues
(éd. Schorne), p. 8047 el 84,11, Sa démonstralion complite
fait I'objet du Trailé (antérieur an ndtre) intitulé Quadrature
de la parabole (11, 294 suiv ). Archiméde y distingoe (prop. 14
et 15) suivant que le diamétre est perpendiculaire ou non a
la base du segmentl, mais la solution est la méme dans les
deux cas,

fM am :« soit un segment ABI' compris entre une
droite AT et (une partie d') une section de cone orthogonal
ABI... »

* Archiméde dit : « une droite paralléle an diamétre »,
entendant par diamiétes 'axe de o parabole, Ailleurs, il
appelle diamétre d'un segment curviligne la droite qui divise
en deux parties égales toutes les cordes paralléles 4 la base
du segment (Copnides, 3; 1, 302, Heib.). J'ai eru plus clair
d'adopter ici cetle terminologie, conforme a 'osage moderne.
On sait, d'ailleurs, que tous les diamélres de la parabole sont
paralléles a l'axe (Roucug el Comserousse : Geéometrie elémen-
taire, m® 1051),
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I'Z & la courbe. Prolongeons I'B jusqu’a sa ren-
conlre K avec AZ, et, au dela, dune longueur
K® — KI'. Imaginons que I'0 soil un levier' ayant
pour point fixe son milieu K. Soit enfin MZ une
paralléle quelconque a AE.

Puisque I'Z esl une tangente & la parabole et TA

iT Z

o
N

Fig. 2.

une corde conjuguée® (du diamétre BA), on a
EB = BA, carceci est démontré dans les Eléments’.

* Archiméde dit : un fléau (de balance).

® Le grec dit xat tztayvéwg sous-entendu xammypévn). Le
sens de ce terme esl bien marqué par des passages comme
I, 230, Heib.

1 (Test-d-dire dans les ouvrages ¢lémentaires sur les
sections coniques comme celui d'Aristée I'Ancien, cité par
Pappus (Caston : Vorlesungen uber Geschichte der Mathe-
mattk, 1, 232) el reva par Euclide. Cel ouvrage est perdu,
mais notre théoréme (énoneé Quadr, parab, 2) est démontré
par Apollonius : Coniques, 1, 35 (p. 105, Heib.).
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On a, des lors, — & cause des paralléles ZA, MZ,
EA : — MN = N=, ZK= KA.
D'autre part, on a:

._
-

t) A

It

car ceci a ¢lé démontré dans un lemme'.

+ 0 partage MZ comme = partage AT. Cetle proposition
s'établit facilement en sappuyant sur la propriété de la
parabole rapportée & une langenle el au digmetre con-

Ve
jugne :‘T:rnnsinnlc. Prenons I' pour origine el pour
axes des coordonnés la tangente TE et la paralléle au dia-
métre menée par I

AZ  OM AZ I'z? ) '/

maoa —==—0x 0 ) = =} 31 4 *
Onagr=pmr 0 Non=me @ Y&
divisons membre 4 membre (1) el (2) : il vienl (3) ‘_-—":\—‘z I.I‘_‘i

A

= ;‘3 ¢'est-ii-dire : O partage ME comme = partageAl'.
En particulier, A ¢tant milien de la corde AT, le sommel B
du dinmeétre conjugué sera le milien de AE (démonstralion
de la proposition EB = BA, plus simple que celle d'Apol-
lonius). [Démonstration communiquée par R. Prévost.]
Archiméde, dans la Quadrature de la parabole (§ & el §),

AT M=
obfient cette relation (E - t_li) par un caleul nn pea plus

long. 11 écrit le rapporl du carré des ordonnées aux abscisses
en les rapportant i la tangente en B el an diamélre con-
jugué. Soil Ozp la paralléle & la base du segment :
By A .'1.]_: en remplacanl .].!,‘l ar vll[- b _I" |
=0n " = B o= P Bp't' =a M
BE . 0 _Br_ BI® ) E___Eﬁ__!i{‘+li.\'_[‘N
T il vient : B—l_‘- = BNt’ Ui aNT i BN T Bp Bp—ﬁ;'
| : de ' Br ¢ ar )l[‘N NE._,I
Remplacons de nouvean N par A= e \'_P par G}
NE . 24T INZ )

= W AF—=a N=—NO

= N0 ol , cest-d-dire
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. A " . .
Comme 1= RN 00 peut done écrire aussi :

-

i=

EX
EN 207
et, puisqu’on a pris K& =K :
ko _Mz ()
KN =0

Transportons Z0 en TH, avec ® pour milieu
cest-a-dire pour centre de gravité [Lemme I11]. De
méme N sera le centre de gravité de la droite ME
restée en place. Comme K est le point fixe du
levier, on voil que, & cause de I'égalité (2), les
droites TH (= Z0) et MZ se feront équilibre par
rapport & ce point fixe, puisque les distances de
leurs centres & ce point sont inversement propor-
tionnelles & leurs longueurs (c'est-a-dire & leurs
poids). K sera donc le centre de gravilé de leurs
poids composés,

Il en sera de méme pour toutes les paralléles
menées au diamétre a Uintérieur du triangle ZAD :
la paralléle, restant en place, fera équilibre a sa
portion comprise dans le segment, supposée trans-

" Jusqu'ici la marche de la démonstration concorde A

pen prés avee celle de la premiére démonstration (méca-
nique) donnée dans le Trailé de la Cuadvature de la parabole.
A partir de ce poinl, elles divergent. Dans ce dernier Tlraité
§ 6-17), Archiméde décompose le segment, par des paral-
leles équidistantes el un faisceau de droiles tirées de I, en
deux séries de trapézes, 'une enveloppée, I'nutre envelop-
pante, et il montre (en sappuyant sur des lemmes méea-
niques) : 1° que le triangle ZAD est plus grand que trois fois
une de ces séries et plus pelit que trois fois I'nutre ; 20 que
la différence entre ces deux séries peut étre plus petite que
toute valeur donnée.
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portée en O, et le centre de gravité du couple sera
Loujours le point K,

La somme des paralléles en question, c'est I'aire
du triangle I'AZ; la somme de leurs portions sem-
blables & OZ, interceptées par le segment, c'est le
segment parabolique BAT. Done au total le triangle
ZAI', restant en place, fera équilibre au segment
entier transporté en @, et le centre de gravité de
leur systéme sera K.

Prenons sur I'K le point X tel que 'K=3 KX :
Ce point (étant au tiers de la médiane I'K el par
conséquent au poinl de rencontre des 3 médianes)
sera le centre de gravité du triangle TAZ, comme
cela a élé démontré dans les Fquilibres'. Comme
le triangle fail équilibre par rapport & K au seg-
ment, transporlé au centre © (les distances de
leurs centres de gravilté au point fixe sont inverse-
ment proportionnelles & leurs aires)

tr. AZL _OK _,
segm. ABI KX 7

Daulre part, le triangle TAZ est quadruple du
Iriangle ABI" & cause de ZK = KA, AA = Al'; done
finalement :

segm. ABI _& (M
tr. AB — 3°

Ce qui précéde ne constitue pas une démonstra-
tion (compléte)®, maissuffita donner a la conclusion

* Centres de gravite, 1. 14 et 15 (p. 186, 3): supra
lemme IV.

* Suivenlt les mols incompréhensibles @ « Ceci sera
clair... »

* Ce (ui chitfonne le rigorisme d’Archiméde, @ mon avis,
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une apparence de vérilé. Voila pourquoi, voyant
d'une parl que le théoréme n’étail pas (complite-
ment) démontré, supposant d'autre part la conclu-
sion exacte, j'ai trouvé une démonstration géomé-
trique que jai publiée précédemment’ et que

J'ajouterai plus bas en appendice? (?)

(TugoreME 11).

1° Toute sphére est quadruple du cine qui a une
base égale @ un grand cercle® et une hauteur
égale au rayon de la sphére;

cest @ 1° lintrusion de la Mécanique dans une question
purement géométrique; 20 le procédé abréviatif qui consiste
a considérer une aire curviligne comme une somme de
droites « pesantes » et & conclure de équilibre, deux &
deux, des portions de paralléles interceptées dans le
segment el le triangle ZAT, & l'équilibre des airez du
triangle et du segmenl. On voil que, sur ce point, je ne suis
pas entiérement d'accord avee M. Painlevé.

! Archiméde parait n'avoir en vue iei (ef ceci confirme
I'opinion exprimée dans la note précédente) que la démons-
tration purement géométrique qui forme la deuxiéme partie
de la Quadrature (§ 18-24). Elle repose sur le théoréme que
le diamétre mené du milien de la base an sommel du seg-
ment vaut les 4/3 de la paralléle au diamétre menée du
quart de la base a I'arc. On démontre alors facilement que
le segment peul se décomposer en une série de triangles de
plus en plus pelits, ayant tous lenrs sommets sur l'are, et
dont la somme a pour expression (1 étant le triangle initial,
qui a méme base el méme sommel que le segment) :

] 1 .
1+ -1i + G) + (}) ...y strie dont la somme est 7}

* Tdfopev, lecon douteuse de Heiberg. Rien ne prouve que
la démonstration en question figurit réellement i la
queue de notre traite,

* Archiméde dit : « Le plus grand cercle de la sphére »,
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2° Le eylindre ayant une base égale a un grand
cercle et une hauteur égale & un diamétre de la
sphére équivaut aux 3/2 du volume de celle-ci.

Soit ABI'A (fig. 3) un grand cercle de la sphére,
Al', BA deux diamétres perpendiculaires; par BA on
méne un grand cercle de plan perpendiculaire &

©

A v H
|
M ] N ]ll
P 01 —ll‘
l |
:_ I
A |
| |
| |
|
E O Z

Fig. 4.

ABI'A et on prend ce cercle pour base d'un cone
ayant son sommetl en A.

Prolongeons maintenant la nappe du cone
Jusqu'd sa rencontre avec le plan mené par I' paral-
lelement & sa base : l'intersection sera un cercle de
diamétre EZ, perpendiculaire & AT, Sur ce cercle,
avee I'axe AI', construisons le eylindre EAHZ. Enfin
prolongeons AI' d'une longueur A® = Al et consi-

3
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dérons T'® comme un levier ayant pour milieu
fixe A.

Menons une paralléle quelconque MN & BA, qui
coupe le cercle ABI'Aen Z, O, le diamétre AT en X,
les droites AE, AZ en II, P. Si, par cette droite MN,
on meéne un plan perpendiculaire & AT, il coupera
le grand cylindre suivant le cercle MN, la sphere
suivant le cercle 20, le grand cOne AEZ suivant le
cercle IIP. On a (par identilé) :

TA X AX = ME X X,
puisque I'A = ME et AZ = ZIl. Mais (dans le
triangle rectangle AZT) on a:
Done aussi:
ME X £l = AR [=EF + AE'| =E2* 4+ 3"

D'autre part, on a (toujours par identité) :

Remplacant A par son égal A@ et multipliant les
deux termes du second membre par MX, on a:

ou, en substituant la valeur de MX < ZII trouvée

ci-dessus :

(Les aires des cercles élanl proportionnelles aux
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carrés de leurs rayons ou diamétres, cette égalilé
peut s'écrire :)

cerele MN __A®
cercle U + cercle 1P T AX

Done, si I'on suspend au centre de gravité O les
deux cercles 0=, HHP déterminés par le plan paral-
lele dans la sphére et le cone, ils feront équilibre,
par rapport an point fixe A, au cercle MN déter-
miné dans le grand cylindre et resté en place
(puisque les aires pesantes sont inversement pro-
portionnelles aux distances des centres de gravilé
au poinl fixe).

On démontrerait de méme que, pour toute autre
paralléle & EZ menée a l'intérieur du rectangle AZ,
et par laquelle on méne un plan perpendiculaire
a Al le cercle déterminé dans le cylindre équi-
libre, par rapport au poinl A, les cercles déterminés
dans le cone AEZ el dans la sphére, supposés
transporlés au centre de gravilé commun €.

La somme des cercles déterminés représente les
volumes respectifs du eylindre, du cone AEZ et de
la sphére qu'ils remplissent entiérement. Done le
cylindre, resté en place, équilibre, par rapport a A,
les deux autres solides transportés au centre de
gravilé commun ©. Le ceylindre a pour cenlre de
gravité K (milieu de I'axe el centre de la sphére);
la relation d’équilibre donne :

cylindre AZ __Ae

cone AEZ 4 sphére AK £

En d'aulres termes :

cylindre AZ =2 (cone AEZ + spheére).
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Mais le eylindre AZ vaut trois fois le cone AEZ,
done : _
3 cones AEZ = 2 cdnes AEZ + 2 sphéres.
ou:
cone AEZ =2 sphéres K.

Comme le cone AEZ a rayon et hauteur doubles
de ceux du edne ABA, il vaul 8 fois ce dernier cone;
on peut done écrire:

8 cones ABA =2 sphéres K,
c'est-d-dire :
sphére K = 4 cones ABA.

Menons maintenant dans le reclangle AZ les
parallzles ®BX, WAL a AI' et considérons les
cylindres DWQRX, ®WAB. Le cylindre @2 vaut
2 fois l¢ cylindre @A, et ce dernier cylindre vaul
3 fois le cone ABA, comme on.l'a vu dans les Klé-
ments*. Done:

cylindre ®Q = § cdnes ABA.
Rapprochant cette égalité de la précédente, il
vient :

cylindre #Q 6 cones ABA _ 3
9"

sphére K~ 4 cones ABA G.q:4:4.

Remarque. [De] ce Lhéoréme, par lequel on a
établi que toute sphére vaul 4 fois le cone qui a
pour base un grand cercle et pour hauteur un rayon
de la sphére, [m'est venue] l'idée que la surface
d'une sphére vaul quatre grands cercles. Cesl en

' Evcrios, X1I, 10.
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effet une hypothése vraisemblable que, de méme
que tout cercle équivaut & un triangle ayant pour
base la circonférenge el pour hauteur le rayon,
ainsi toute sphére équivaut (en volume) & un cone
ayanl pour base la surface de la sphére el pour
hauteur le rayon'.

(Tutoreme I11)%.

1° Le cyhndre ayant une hase égale au plus grand
cercle dun ellipsoide de révolution® el une hauteur
égale i laxe de ce solide vaul les 8/2 de lellip-
soide.

' Soit S la surface, V le volume de la sphére, R le
rayon, C un grand cercle, notre théoréme peut s'écrire :

; R
(1) V=4XC.5.
. ; L :
D'aprés 'hypothése, V=8 X 7+ Substituant dans (1), il
vient : . "
S X E‘ =4 X o] -':i' ]

c'esl-d-dire 8 =4C.

Il faut ajouter que le texte est incertain el qu'on pour-
rait traduire inversement : « L'idée de ce théoréme... est
née de ce que lo surface d'une sphére vaul & grands
cercles o, En effel, dans le Trailé De la sphére et du cylindre I,
Archimeéde commence par établir longuement que 'aire de
la sphere vaut § grands cercles (§ 33 =1, p. 137, Heib.), et
de la il deduit (§ 34) le theoréme que le volume de la sphére
vaul 4 fois le cone ABA, Pourtant Heiberg eroit et je erois
avee lui que la pensée d’Archimeéde a bien suivi l'ordre indi-
qué au texte.

* G De conoid., prop. 29-30.

* Archiméde dit : « un sphéroide »,
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2° Quand on coupe un ellipsoide par un plan
passant par son centre el perpendiculaire a son
axe, le demi-ellipsoide ainsi déterminé est double
du cdne ayant méme base el méme axe.

Soit l'ellipsoide K (fig. 4) coupé par un plan

P

Fig. 4.

passant son axe suivant l'ellipse® ABT'A, les dia-
metres AT, BA, le centre K; soil encore le grand
cercle de diamétre BA perpendiculaire a AT,
Considérons le cone ayant pour base le cercle BA,
pour sommel A, el prolongeons la surface latérale
jusqu’a son inlerseclion, suivant le cercle EZ, avec

* Archiméde dit : « une section de cdne acutangle »,
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le plan mené par I' parallélement a la base; cons-
truisons aussi le cylindre ayant pour base le
cercle EZ, pour axe AT'; enlin prolongeons Al' d’'une
longueur égale A®, et considérons OI' comme un
levier ayant A pour milieu fixe.

Dans le rectangle AZ, menons & EZ une paralléle
quelconque MN, el par MN un plan perpendiculaire
a l'axe ATI'. Ce plan coupera le eylindre suivant un
cercle de diameétre MN, Uellipsoide suivantun cerele
de diameétre Z0, le cone suivant un cercle de dia-
métre P,

Ona :
AT AE  ME
() AT AN IO

done aussi :

@) =%

Je dis maintenant que MX < Xl = ZII" 4 XZ".
En effet, on a :

(3) =

car Tun et lautre rapport égale celui du grand axe
au paramétre'.
Dés lors (puisque AK=KT) :

' 2 thic wlaylas mpo: thv opbiav. La miayix (dune ellipse)
est le grand axe (ou diamétre par excellence). L'éphia ou
paramétre est une longueur dont la mesure est délerminée
par Apollonius, Conigues, 1, 13. Etant donnée une ellipse
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intervertissant :

——t ]
AX I
= "

: AZ 2l
Mais (& cause de ST= m} :
Az
AL.EI  IILIOM®
Done :
m' I

c'est-d-dire :

dans un cone (fig. 5), il méne, par le sommet A, du cone une
paralléle au grand axe EA de l'ellipse jusqu'a sa rencontre K
avee un diamétre BI de la base du cdne. Il prend ensuite la
perpendiculaire E® i EA lelle que :

E® _BE.KT
EA™ 3x*°
E® sera le paramétre (épfia). Apollonius démontre (1, 21;

p. 75, Heib.) que, pour un point E quelconque de l'ellipse,
ona:

EX’  paramétre
AX X Er ~ grand axe’

Heiberg eroit que les mots soulignés au texte ont été inler-
polés ou du moins substitués
i une phrase autrement rédi-
gée, parce que les termes éapbia
el mlayiz sonl de la ecréation
d'Apollonius.

L'égalité (3) peul dailleurs
tlre démontrée assez simple-
ment en considérant 1'ellipse
comme la projection orthogo-
nale d'un cercle (théoréme de Slevin). Soient 2a, 2b
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Ajoutant de part et d'autre I, il vient :
T2 4 50— S S0, 0M = X1 (X0 + TIM) = E1T X M,

comme nous 'avions annoned,
Remplacons maintenant, dans I'égalité (2), ME X
ZII par sa valeur; il vienl :

=

AO ME cercle MN

L FE LI cercle O 4 cercle IP”

En d'autres lermes, par rapporl au point fixe A,
le cerele MN, restanten place, équilibrera la somme
des cercles OZ et TP suspendus au centre de gra-
vité commun @, car les distances des centres de
gravilé au point fixe sont inversemenl proporlion-
nelles aux poids considéres,

Semblablemenlt, pour toute paralléle & EZ mendée
a l'intérieur du rectangle AZ el par laquelle on
mene un plan perpendiculaire & AT, le cerele inter-
ceplé dans le grand eylindre, restant en place, équi-
librera par rapport & A les deux cercles inlerceptés
dans l'ellipsoide et dans le cone, transférés en €,
comme centre de gravilé commun,

Remplissons complétement ces trois corps de

les axes de lellipse, y, »' deux ordonnées quelcongues

correspondantes du ecercle el de Uellipse. On a évidemment
o B =

dans le cercle : y*=AX.El et, comme y' =y = il vient :

L

n__ vy b. ]‘ 't
k) —(.-\..‘..[‘l:l—;n ol =

= constanle.

On peul aussi déduire cette relation de I'équation de l'ellipse

2 2 ]

rapportée i ses axes ‘% + # =1, d'ot y* = (a®* — xY :‘Tj,-
AS.Er (a3 (a—x) a*—xr gt

Or, —= 5 = 3 =t = constante.

Y
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cercles semblables, Au lolal, le eylindre restant en
place équilibrera ellipsoide et le cone AEZ trans-
portés en O, Le eylindre a pour centre de gravité K,
on doit done avoir :

[- LU eylindre AZ
AK 7 ellipsoide + cdne AEZ"

Mais @A =2AK, donec :
cylindre AZ = 2 fois (ellipsoide -}- cdne AEZ),

Mais le cylindre AZ vaut trois fois le eone AEZ
qui a méme base el méme hauleur; done :
3 cones AEZ = 2 ellipsoides + 2 cones AEZ.
ol
cOne AEZ = 2 ellipsoides.
Le cone AEZ vaut huit fois le edne ABA dont le
rayon de base el I'axe sont moitié des siens, done

enfin :
ellipsoide = 4 cones ABA

et

% ellipsoide = 2 cones ABA.

Menons maintenant dans le rectangle AZ les
paralléles Xd, QW a l'axe par les points B, A et con-
sidérons le cylindre ®WX. Il est évidemment
double du cylindre ®WAB, qui a base égale el
axe moilié moindre; ce dernier vaut trois fois le
cone ABA, done :

eylindre ®WAB =6 cones ABA,
el comme le cone vaul le quart de I'ellipsoide :

cylindre @'WAD =I-,I ou —f ellipsoide. C.q.f.d.
L -
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(Tngoreme IV)'.

Tout segment d'un paraboloide de révolution*,
déterminé par un plan perpendiculaire & laxe,
vaut les */, du cine ayant méme base et méme axe.

)
1
1
|
|
I
|
I
I
I
]
E ‘A z
M = A BN NN
K
B A T
Fig. 6.

Soit un paraboloide coupé par un plan passant
par son axe, qui détermine la parabole BAT (fig. 6).
Coupons le parabolgide par un second plan, per-
pendiculaire a4 l'axe. Soient BI' I'inlersection des

' Ce théoréme esl démoniré géométriquement dans le
Trailé Nes canoides ete., prop. 21 (1, 386, Heib.) par la méthode
dite d’exhaustion.

* Archiméde dit : « d'un eonoide orthogonal ». La para-
hole elle-méme est dite « section d'un cone orthogonal »,
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deux plans, AA I'axe du segment, que nous prolon-
geons d'une longueur A® = AA, et considérons A®
comme un levier dont le milieu fixe est A.

La base du segment est le cercle BI', perpendicu-
laire & AA, Imaginons un cOne ayant pour base ce
cercle et pour sommet le point A, et un cylindre
ayant pour base ce méme cercle el pour axe AA.
Dans le rectangle EZI'B, menons une paralléle quel-
conque MN 4 BI', el par MN un plan perpendicu-
laire & AA, qui coupera le cylindre suivant le cercle
MN, et le segment de paraboloide suivant le cercle
=20.

BAT" étant un arc de parabole, AA I'axe de la
parabole, ZX, BA des ordonnées?, on a®:

_—

1

=3
-
=

E
|

3
(1)

-

AN

el

el comme AA = ©A, (BA = MZX), il vienl :

i oA NT
bl AT ==

Mais celte derniére expression représenle aussi

" M. & m. « des droites tirées ordonnément », zetaypévig
xatqypsvar. Ailleurs (11, 231, Heib.), Archiméde explique ce
terme ainsi : « cordes paralléles i la tangente au sommel de
la courbe .

® « Le carré de l'ordonnée est proportionnel a l'abscisse »,
Cest l'équation fondamentale de la parabole, qui se démontre
par les moyens élémenlaires (cf. Roucng : Géometiiwe,
no 1025). Elle figurait dans les Eléments des sections
coniques d’Aristée et d’Euclide, auxquels Archimede, dans la
Quadrature de la parabole, prop. 3 (I1, 300, Heib.), renvoie
pour la démonstration.
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le rapport du cercle MN au cercle Z0. On a donc :

OA  cercle MN
AZ ~ cercle 20°

()

Par conséquent le cercle MN, déterminé dans le
eylindre, équilibre par rapport au point A le cerele
Z0 délerminé dans le paraboloide, suspendu au
centre de gravité © : car‘le cercle MN a pour centre
de gravité son centre X, le cercle 20 lransporlé a
pour centre de gravité @, et les distances des deux
centres au point lixe A sonl inversemenl propor-
tionnelles aux cercles correspondants,

On démontrera de méme, pour loute paralléle
menée & BI' dans le rectangle BI'ZE, par laquelle
on méne un plan perpendiculaire & AA, que le
cercle déterminé dans le cylindre, restant en place,
équilibrera le cercle déterminé dans le paraboloide,
transporté au point © du levier comme centre de
gravilé,

Remplissons de cercles pareils le eylindre et le
segment de paraboloide. Au total, le eylindre, res-
tant en place, équilibrera, par rapport au point A,
le segment de paraboloide transporté en © comme
centre de gravité, Dés lors, les distances de leurs
centres de gravilé au point A devront étre inverse-
ment proportionnelles & leurs volumes, ou, puisque
le eylindre a pour centre de gravilé le milieu K de
son axe :

AB®  eylindre

(& AK ~ segm. parab.’

* Au lien de xai éovt (Heiberg, p. 264, 23), |il faut lire ou
corriger égti yap.
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Mais AK estla moitié de A®, le eylindre vaut done
2 fois le segmenl de paraboloide. Et, comme le
eylindre vaut 3 fois le cone ABI' qui a méme base
et méme axe, on voit finalement que le segment
vaut les 3/2 du cone.

(TutonEng V)*.

Tout seqgment de paraboloide de révolution, déter-
miné par un plan perpendiculaire a laxe, a son

P

B A X

Fig. 7.

centre de gravilé situé sur la droite qui forme laxe

! Dans le texle gree, nouvellement découvert, du Traité des
Corps fottants (passage correspondant a 11, 377, Heib.), ce
théoréme est mentionne comme démontré &v vat; “looyponias,
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du segment, en un point tel que sa distance au sont-
wet soil double de sa distance é la base. .

Soit un segmenl de paraboloide déterminé par
un plan perpendiculaire & 'axe (fig. 7). Coupons-le
par un autre plan passant par 'axe, qui détermine
la parabole BAL. Soil BI' I'intersection des deux
plans, AA I'axe du segmenl el de la courbe.

Prolongeons AA d'une longueur égale A®, consi-
dérons A® comme un levier dont le milieu fixe
est A, et inscrivons dans le segment de paraboloide
un cone ABI. Enfin menons a lintérieur de la
parabole une paralléle quelconque Z0 a BI', qui
coupera la parabole en Z, 0, et les arétes du cone
en I, P.

Dans la parabole, ZX, BA sont des perpendicu-
laires & l'axe. On a done :

: AA BY
(1) stk

D'aulre part (& cause des Lriangles semblables),

ona
AA  BA BA

@) ATTNY BANE

Par conséquent, en combinant (1) et (2):

BY e
EY' BA.NY

- d'ou résulte que:

l

% = BA.ITE.

Comme il n'en est pas question dans le Traité qui nous est
parvenu sous ce titre, Heiberg croit qu'il s'agit du Traité
(perdu) me:t Guydv.
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ZX est done moyen proportionnel entre BA et
MZ, etl'ona(en divisantles deux membres par oz

BA EF*
nE- n=
. BA AA OA
Mais nous avons vu (2) que == = — =—¢, donc:
OX AX AZ
oA EX?
AT ST

Menons par 20 un plan perpendiculaire a AA : il
coupera le segment de paraboloide suivant le cercle
=0, le cOne suivant le cercle ITP.

Sh

Le rapport =

est aussi celui du cercle 20 au

cercle MP. On a done :

@A  cercle 20

A~ cercle P

Ainsi le cercle 2O restanl en place équilibrera,
par rapporl au point A, le cercle IIP transporté au
point @, car ils ont pour centres de gravilé les
points = et ®, dont les distances au point fixe A sont
inversement proportionnelles aux surfaces des
cercles considérés.

On démontrera de méme que, pour toute aulre
paralléle & BI' menée dans la parabole, et par
laquelle on méne un plan perpendiculaire & AA, le.
cercle déterminé dans le segment de paraboloide,
restant en place, équilibrera, par rapport au point A,
le cercle déterminé dans le coOne, lransporté au
centre de gravilé ©.

Remplissons de cercles pareils le segment el le
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cone. Aun total, la somme des cercles du segment,
c'est-i-dire le segmenl, restant en place, équili-
brera, par rapport au point A, la somme des cercles
du cone, eest-i-dire le cone, teansporté au poinl .
du levier comme centre de gravité. Le cenlre de
gravilé du sysléme lolal est A, le centre de gravilé
du eone transporté est ©; des lors (lemme 1) le
centre de gravilé de la différence, ¢est-i-dire du
segmenl de paraboloide, sera silué surla droite A®
prolongée dans la direction de A, en un point K tel
que :
A®  segmenl

:\-i‘\" T cone

Mais on sail (Théoréme IV) que le segmenl vaul les

. G LY . . » .
3/2 du cone; done aussi AW = 5 AK, et par conse-

quent le centre de gravilé du segment de parabo-
loide est bien situé en un point de 'axe lel que sa
distance au sommel soit double de sa distance & la
base.

(TutoreMe VI).

Tout hémisphére a pour centre de gravité un
point situé sur son axe et dont les distances au
sommel et a la base sont dans le rapport de 5 a 3.

Soit unesphére el un plan passant par son centre
qui la coupe suivant le cercle ABIA (flig. 8). Tracons
dans le cercle deux diameétres reclangulaives AT,
BA. Par BA menons un plan perpendiculaire & AT,
el considérons le cone ayanlt pour base le cercle de
diametre BA (dans un plan perpendiculaire a AI'),
pour sommet A, pour cotés AB, AA. Prolongeons

4
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AT d’une longueur A® = AI' et considérons @I
comme un levier ayant pour milieu fixe A.
Dans le demi-cercle BAA, menons une paralléle

quelcongue Z0 & BA, Elle coupera la circonférence
du demi-cercle en =, 0, le cone en 11, P, 'axe A
en E. Par Z0 faisons passer un plan perpen-
diculaire & AL, Il coupera I'hémisphére suivant le
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cercle 20, le cone suivant le cercle P, On a
AT AT AE Az
() = ( _—_) 2
AE AE AE
Mais AZ' =AE' + EZ°, AE
il vienl :

= EIl". Substituant,

@) f‘_l_ [ El + Ez l't'.!'t:ll‘ P + cercle 20
= AET  EIC cercle TIP !

el, comme AT’ = A®O,

A@  cercle 20 4 cerele P

) AE cercle [P

Les cercles 20 el ITP ont pour centre de gravilé E.
Si done on suppose ces deux cereles en place, el le
cercle IIP seul transporlté en © comme cenlre de
gravilé, les dislances A®, AE des centres au poinl
fixe élant inversement proportionnelles aux sur-
faces représentées, il en résulle que les deax cercles
feront équilibre, par rapporl au poinl A, au cercle
HP transporté en ©.

[Le méme raisonnement s'appliquant a loutes les
aulres positions de la paralléle, en additionnant
tous les cercles parveils, on voit que le cone el
I'hémisphere restant en place équilibreront, par
rapport au point A, le cone seul lransporté en 0,

Considérons maintenant, suspendu en ©, un cy-
lindre MN équivalent an cone ABA et divisons-le par
un plan horizonlal en deux eylindres partiels dont
F'un M équilibre le eéne par rapport & A @ alors
Faulre eylindre partiel N équilibrera I'hémisphére,
Soil  maintenant sur AH le poinl @ (el que
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J=

A — 3®H : d sera le centre de gravité du cone
(lemme VIII). Je prends.sur AH le point X tel que
AX B S . AH 8
X =3 ou cequi revienl au méme, ==z
dis que X est le centre de gravilé de 'hémisphére.

En effet, puisque le cylindre M (centre de gra-
vilé @) équilibre par rapport a A le cone ABA

D je

(centre de gravilé @), on a:
—AH

3
OA 2AH §

- e

eyl M @A

cone ARA -

Comme : vol. cone ABA = vol. cyl. MN, on a:

ou encore :

| cone ABA _ 8 . iire  AH
(1) oyl N _5.1.L: ! *'—‘_\x'

D'autre parl, on a (Theéoréme I :

- hémisphire 2 A®
it cone ABA — 1 AH

Multipliant membre & membre (1) et (2), il vient :

hémisphére  A®

cylindre N AX'

Mais le eylindre N a pour centre de gravité @ il
équilibre d'ailleurs — on T'a vu plus haut — I'hé-
misphére par rapporl au poinl A : done nécessai-
remenlt X esl le centre de gravilé de I'hémisphéret.]

¢ Jai suivi, pour suppléer cette démonstration, 'analogie
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(TugoriEME VII).

Tout segment de sphére (4 une base) est au céne
lde méme hase et de méme hauteur comme le rayon
de la sphére plus la hauteur du segment supplémen-
taire sont a cetle derniére hautear seule'!,

du théoréeme VIII et les indications de la figure: mais on
pourrait arriver au méme résultal par une méthode plus
rationnelle, sans supposer le probleme résolu. Puisque
hémisph. 4+ ebne (en place) équilibrent par rapport i A le
cone (en @), le centre de gravité @ du systéme « hémisph,
+ cone » doit satisfaire a 'égalite :

hémisph. 4- cone Ao,
cone Y

el, comme hémisph. =2 cones, il en résulte A® =3A0Q: le
point Q est done au tiers du diamétre (on anx 2/3 durayon) a
partirde A. Le centre de gravité du cdne (lemme VI est en &,
aux 34 de AHL Done le centre de gravité de I'hémisphére
seul — dilférence du systéme et do edne — est (d'apres
lemme 1), sur £ prolongé dans le sens de Q, en un point
X tel que:

XQ  cine

Q& hémisph.

1
= E'
en d'autres termes, 4 une distance de Q@ moilié moindre (et
de sens contraire) que celle de @, Calenlons AX. On a Qd

b
= A® —AQ = Al — 2 AT = L AH; done X0 =L Allet
2 1 15 5 .

AX = AQ — X0 =2 AH T AH =% All =2 AIL G, 1,

! Enoncé restitué d'aprés le Traité Sphére of eyliodre, 11,2

(I, p. 194, Heib ), ou Avchiméde donne une démonstration
{ou plutdt une vériflealion) géométrique assez simple.

Si l'on appelle R le rayon de la sphére, b la hauteur dn

segmenl, 4" celle du segmen! supplémentairve, 'énoncé
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[Coupons ' la sphére (fig. 9) par un plan passant
par le centre qui détermine le grand cerele AATA' et
coupe le segment donné suivant l'arc AAAA'B.
Tracons le diamétre AI' passant par le sommel du
segment et qui coupe la base AB en H; menons le

Fig. 9.

diametre perpendiculaire AA'. Tirons AA, AA" el
prolongeans-les jusqu'a leurs renconltres E, Z avec

d'Archiméde donne pour valeur du segment sphérique

4 .
T LN
h <

| =

L ]
Comme % = helque R4 h'=3R — &, on voit que cette

. . e h
valeur revienl i expression connue : V= mh-(R —T;)-
' Toul ce commencement est perdu. Je l'ai reslitué
d'aprés les indicalions de la figure et In marche ultérieure
de la démonstralion,
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AB prolongée el W, Q avee la langente en I'. Imagi-
nons enlin les ¢ones ayanl pour sommel A, pour
bases respectives les cereles de diamétre AB, EZ, WG,
el le eylindre ayant pour base le cercle WQ el pour
axe AL, eylindre que le plan de base du segment
coupe selon le cercle FY. Enfin prolongeons AT
d'une longueur A® = AT, et soit I'© un levier ayanlt
pour milieu fixe A].

A Tlintérieur du rectangle TY, je méne une paral-
léle quelcongue MN & AB et fais passer par MN un
plan perpendiculaire & AT Il coupe le eylindre sui-
vant le cercle de diaméfre MN, le segment sphé-
rique suivanl le cercle 20, le cdne AEZ suivanl le
cercle 1P,

On démontrera, comme précédemment, que le
cercle MN restant en place équilibrera par rapport
au point A la somme des cercles 20, IIP lrans-
portés en @ comme centre de gravité'. (Il en sera
de méme pour toute aulre position de la paralléle
MN et de son plan sécant.)

Si done l'on remplit entiérement le eylindre TY,
le cone AEZ et le segment AAB de cercles pareils,
au lotal, TY restant en place équilibrera par rap-
port an point A la somme du coéne AEZ et du
segmenl AAB transporlés en @,

Prenons maintenant sur AI' le point X lel que
AX =XH, et le point @ tel que Ad—=3®dH. Le
point X, élant le milien de 'axe AH, est le centre
de gravité du eylindre TY ; de méme (lemme VI,
® est le centre de gravité du cone AEZ.

t Celte démonstration a déja été faite an théoréme I, ou
la construction est identique.
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La relation d'équilibre lrouvée peut s'écrire :

eyl TY _eA
cone AEZ + segm. AAB~ XA'

[¢lest-d-dire :
eyl TY — 2 R 4R
cone AEZ +seg. AAB ™ L
9

Mais
eyl. TV _ 4R®
cyl. EZ &W* '
done :
eyl TV 12R*
cone AEZ ~  h? °

Or,
cone AEZ _ 1* b
cone AAB~ hn' - '
done :

cyl. TY  12R®
cone AAB 44"

Substituant dans (1) ces valeurs de cone AEZ et
eylindre TY en fonetion de eone AAB, il vient :

. 12R*®
cone AAB ‘W i .
e

[
edne .-\.!nllf—‘, + segm.
/]

d'on :

segm 8 cine (!9“. —ﬂ) .— edne i3 3R—l)
BT Sl hiy! n) T AW\ a

segm, J_:(.'{ll - |)=]Lh’]

cone O\ I '

* Pour la fin de la démonstration, j'ai suivi la restitution
de Zeuthen, en introduisant les notalions R, &, &',
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(Tokoreme VII)*

[ Tout seqment sphérique plus grand qu'un hémi-
sphére (?) a son centre de gravité situé sur son
axe en un point tel que sa distance au sommel est a
sa distance a la base comme la hanteur du segment
plus quatre fois la hauteur du seqment supplémen-
taire est a la hauteur plus deux fois la hauteur du
segment supplémentaire :

XA HA 44 H[‘]
X0~ AA +zar

[Soit BAA (fig. 10) un segment sphérique, plus
grand que I'hémisphére. Je prends sur sa hauteur
S XA _AHS4-40I | . ..
AH le point X tel que ﬁ="_Al-l+ﬂlll‘ : je dis
que X est le centre de gravité du segment. |
Prolongeons AI' de A®@=AT, et, dans l'aulre
sens, de I'Z égal au rayon de la altlu'l'p el consi-
dérons ' comme un levier ayant pour milieu
fixe A. Dans le plan de base du segment, de H
comme cenfre, lracons un cercle avee un rayon
égal i Al Imaginons le edne qui a ce cercle pour
base, A pour sommet, AE, AZ pour .généralrices.
Enfin, menons une paralléle quelconque KA & EZ

! Enoncé et figure restitués d'aprés Heiberg. 11 résuite de
I'énoncé de IX que, dans le théoréme VIII, il ne s'agissail
que une varietd particuliére de segments, Celle précision
paraissail nécessaire a Archiméde pour établiv sa figure,
mais la démonstration est la méme, quelle que soil la
dimension du segment. 1l va sans dire que I'énoneé pour-
rail aussi Mre restitué ainsi: loul segment « plus petit
qu'un hémisphére o. Cf. Sphire et Cylindre, 1, 42 et 43,
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qui coupe la circonférence en K, A, les génératrices
du cone en P, 0, la hauteur en I,

Fig, 10.
On a d’abord* :
N AT _AK
52 Al A

t Car,dans le triangle reclangle ART, on a AK = AILAT.
Divisant les deux membres par AT, il vient hien (1).
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Mais AK* = A" + TIK", ATlI' = TI0" — puisque
M =EN" —; done :

(2) A RKn® 4 mo* __cercle KA + cercle PO
'OANT m: cercle PO :

et, comme AI' = A© :

A® _ cercle KA + cercle PO

@) Al cercle PO *

Si done on suppose le cercle PO déterminé dans
le cone par le plan paralléle & la base du segment,
transporté en @ comme centre de gravilé, puisque
KA, PO ont pour centre de gravilé 11, le cercle lrans-
porté fera équilibre par rapport au point A & la
somme des denx cercles KA, PO — déterminés dans
le segment et dans le edne — laissés en place.

11 en sera de méme pour tous les cercles de
méme genre délerminés parles plans paralléles a la
base du segment : toujours le cercle déterminé dans
le cone AEZ, lransporlé en @, équilibrera par rap-
port & A ece méme cercle el le cercle déterminé dans
le segmenl sphérique, laissés en place. Au tolal
done, le segment et le cone, laissés en place, équili-
breront par rapport & A le cone lransporlé en ©
comme centre de gravilé,

Considérons maintenant un eylindre MN équi-
valant au cone AEZ et prenons sur AH le point @
tel que AH = 4®H : & sera, comme on l'a vu
(lemme VIII), le centre de gravilé du edne AEZ. Cou-
pons le eylindre par un plan perpendiculaire & ses
génératrices, qui le divise en deux eylindres tels que
I'nn d'eux M fasse équilibre au cone AEZ. Puis-
que le eylindre total équivaut au cone AEZ,
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qui, en @, équilibre le cone et le segment en place,
si le eylindre partiel M équilibre le cone AEZ,
le reste, ¢'esl-d-dire le eylindre partiel N, équili-
brera le segment. On a vu (Théoréme VII) que :

() segm. BAA ~ E11

cone BAA — HI

D'autre parl :

come BAA _ cercle BA _ BI* _ TH.HA _TH
cone AEZ — cercle EZ ~ gE° = fa’ HA

(Comparanl (4) el (5) il vienl :)
segm. BAA  EH
cone AEZ — HA®

Nous avons par construction :

Lx = 7“)\ 4 4HF ou inversement E = —EHI" + HA
X HA + 2ur’ S AX T T 4 HAC

Si I'on combine ces deux expressions (en addi-
tionnanl aux numérateurs de la seconde ceux de
la premiére), il vient :

AX + XH (HA + 4HT) 4 (2HT'4-HA)

AX HA 4 4HT X

¢'est-i-dire :
. AH _GHF 4 2HA
() AX ~ HA 4 &HT
Mais on a évidemment :

6HI - 2HA = 4 HE;
S§HT 4+ HA=4T®. ()

' En effet, si I'on emploie les notations abrégées R (rayon
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Par conséquent :
AH Nz HE 1o

(3) AX = 1@ OV encore pE=-=.

: H= . :
En portant celle valeur de —= dans I'équation (6),

Al

on a:

) segm. BAA TP

i cone AEZ — XAS

Le eylindre M équilibre par rapport & A le
cone EAZ, Ce cylindre a pour cenlre de gravité O,
le eone a pour centre . On doil done avoir :

(10) cone EAZ BA E - ryl- M A
eyl M @A A’ l\l MN  TA®

(d'on en souslrayanl les numéraleurs des déno-

minateurs) :
eyl M Ad
i i L oy Giadied
) oL N~ I®
(ou en ajoulant les dénominaleurs aux numéra-
leurs) :

cyl. MN AT

cyl, N T T’
ou encore, puisque le cylindre MN équivaul au
cone EAZ :

(19) cone EAZ I:..,. OA
S Ty N e Te’

de la sphére) et & (hauteur duo segment), on a dabord :
GHE 4+ 2All =6(2R— M) +2h=12R — 4 1s;

o, UE=UTr4+T==(2R — h) + R=3R — &, c'est-i-dire le
quarl de e \]m--iun ci-ilessus,
De méme : AU+ HA =42 ﬂ — LY 4h=8R—3I;

h
or,f¢=IH 4+ ol =20 — h + T"—— 2R —-“-E— , ¢'est-da-dire en-

core le quarl de l'expression ci-dessus.
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Combinant (12) et (9), il vient :

segm. BAA TP, A0 _ AO

(13) cyl. N XA.T®  XA°

Mais on a vu que le segment équilibre par rap-
porl & A le cylindre N : le cylindre ayanl pour
centre de gravilé @, celle égalité ne peul étre vraie
que si X est lp centre de gravilé du segmenl.
Coq-f.d. 5

* La démonstration d'Archiméde est assez pénible et

offre, de plus, 'inconvénient de supposer la relation -;l% =
HA + §HI
HA 4 2HT
plement la yérification. 11 semble qu'Archiméde aurait pu
établir directement cette relation de la maniére suivante
(j'emploie, pour ahréger, les notations AX = R, AH=#h,
Hr = /i' et je note tout de suite que, puisque h'=2R — b,

= {
onaR= a1 & )

découverte onne sail comment et d'en fournir sim-

s}

On a vu, dans la premiére partie de la déemonstralion, que:
(segm. ABA + cOone AEZ) restant en place équilibrent (par
rapport & A) cone AEZ au c.g.©. Appelons @ le c.g. du sys-
téme (segm. ABA + cine AEZ). Ceile relution d'équilibre
implique l'égalité :
0A chne AEZ
OA  cone AEZ + segm, ABA®

(1

Calculons segm. ABA en fonction du cone AEZ. On a vu
{Th. VII) que:
segm. ABA R4

2) cone ABA — 4
Mais
3) {‘r:illl'. ABA - H_l‘ " i-‘i — fl'
) cone AEZ — HZ# I* h'
N'on :
(%) segm. ABA ~ R4-04'

cone AKZ

Remplacant segm. ABA par cette valeur dans (1), il vient :
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(TutoriMe IX).

Tout seqgment sphérique a son cenlre de gravité
sur son axe en un point tel que sa distance au
sommel soil a sa distance a Ia base, comme la hau-
teur du segment plus quatre fois la hauteur du

® FR= Uﬁmﬂ+n 7 -i—};+f;’ = :Tj:i:
cone (i -t )
d'ou:
(6) o L

e

Ainsi le c.g. Q du sysléme (segm. ABA + cOne AEZ) est
situe anx 23 de AH a partir de A, Le cOne seul (lemime VI
ason c.g. en @ aux 3/4 de AH & partir de A. Si donec on
appelle X le ec.g. cherché du segment seul, on a (d'aprés
lemme 1):

Xa oy cine AEZ e /] 2h

) b~ segm.ABA RN  h3n’

3 2 ho.
Comme Qlll_.z\d’— AQ = i—h _ﬁb =15 il vienl done :

() 3o .
T 12(R+ 4’
2h he L. I
AX=AQ—X0="2— ot .g[z m]
h* h h
\H_ml*ﬂu"‘*’inu*n' E[H'-n'n ¥ r."‘,]'

el par conséquent :

AX SRA8A'—h 124 43h 40'+4h
XH  §RFAWF+4h 6L +3k 200

ce qui est l'expression cherchée.
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seqment supplémentaire est a la hauteur du seg-
ment plus deux fois la Lauteur du segment supple-
mentaire.

Ce théoréme se démonlre de la® méme maniére
que le précédent ',

(TueorinE X) *.

[ Tout segment d'hyperboloide de révelu-

! Dont il n'est que la giénéralisation, Dans les traités de
Mécanique modernes, ln position du centre de gravite du
segment sphérique est ordinairement déterminée par sa dis-
lance au centre de la sphere, 4 I'aide de lUintégration. On
2R — )
TER—1)
valence des deux expressions. Le théoréme d'Archiméde
peut s'écrire :

AX _ h+44(2R—h)_ SR—3h
h—AX™ h+2(2R—0) iR—4 '

trouve l'expression D = -1l est facile de voir 1'équi-

d'on, en additionnant chagque dénominateur au numératenr :

N 12R—ih ;

of  AXMUSR—&M)—h(R—h) h(8R—3h),

12ZR— 4k T 12R—4h°
: ) , - h(8R—3h)
3 v 1 . — R
donc la distance XXI (e'est-a-dire D)= R 15R—%h
_I2R*—4hR—BAR 434 _ 12R*—124R 4 4 h*
o 12R — &4 - 12R — 44
_3li-ll‘—\'|h!l—f—M)__E(QH—IH' Coa.fd
- SOR=0)  s@R=h) it
* Enoncé restitu¢ d'aprés Conoides et Sphéroides, prop. 25

(I, #16, Heiberg) : le sens général résulle des mols i3 +po-
#Eyuevys Wpo3 16v afova, Oou l'on reconnail la ligne appelée
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tion*, déterminé par un plan perpendiculaire a I'axe,
est au cone de méne base el de méme hauteur conime
une ligne égale & Faxe du seqment plus trois fois
la distance du sommet an sommel du cdne circons-
erit® est & une ligne égale a Tave du segment plus
deux fois cette distance (fig. 1) :

segm, T'BA ~ BE 4 3BT
cone 'BA — BE +4 2BT’

On démontrera de méme beaucoup d'autres pro-

Fig. 14,

positions®, que je laisse de coté, maintenant que la
méthode est bien mise en lumiére par les exemples
précédents, pour aborder la démonstration des
deux théorémes énoncés au débul de ee Traité,

dans ce trailé & motzoloa i &Eowt (I, 278). Les restes ¢lant
trop longs pour un simple énoncé, Heiberg eroit quil était
ensuite question du centre de gravilé d'un segment d'hy-
perboloide.

t Archiméde aurail dit : « de conoide oblusangle »,

® @est ce quArchimeéde appelle @ la droite ajoutée al'axe.

* Par exemple, celles qui concernent le volume el le
centre de gravitée d'un segment d'ellipsoide, ele. Plusieurs
de ces propositions sonl démontrées dans le Trailée des
Conoides.
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(TutoreME XI-XIV).

Si, dans un prisme droil a bases carrées, on
inscrit un eylindre ayant ses bases inscrites dans
les carrés opposés et sa surface latérale tangente
aux plans des 4 faces latérales du prisme, un plan
passant par le centre du cercle de base et Pun des
cotés du carré opposé détachera du cylindre un
volume* qui sera le sixiéme du volume total.

Nous allons d'abord établir cette proposition par
la méthode susdite [XI, XII, XIII), puis procéder &
la démonsiration géomélrique proprement dite
[XIV].

(XI).

Qoil done un cylindre inseril dans un prisme a
bases carrées. Coupons le prisme par un plan
passanl par son axe et perpendiculaire au plan
I'zB (fig. 12) qui a détaché le sabol de cylindre. Ce
plan coupera le prisme circonseril (lig. 13) suivant le
reclangle AB el le plan sécant suivanl la droite
BI'. Soil I'A l'axe commun du prisme el du cylindre,
7 une droite qui lui soit perpendiculaire en son
milieu (©); par EZ menons un plan (horizonlal)
perpendiculaire & T'A.

Sa seclion dans le prisme sera un carré MN

t e asabol» ou «onglel » a4 pour faces : 19 une portion
de 1o surface eylindrique: 20 un demi-cercle; 3° une demi-
ellipse (intersection d'un cylindre par un plan obligque;.
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el dans le eylindre un cercle ZOTP, langenl

(fig. 14),

A

=, 0, I, P. Le

aux colés du ecarrd apx points =
plan sécanl et le plan horizontal mené par EZ se

a B
|
| ¥
Z——— g I E
, |
|
|
A o r N O
Fig. 1

coupent suivant la droite KA, que le diametre HOZ

coupe en son ilieu. Dans le demi-cercle OIIP,
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menons une droite quelconque T perpendiculaire
A ce diamétre et 4 une distance IX de IT; par
cetle droite, faisons passer un plan (verlical) per-
pendiculaire au diamétre I1Z et prolongeons le de
part et d'autre du plan (horizontal) ZOHP. Ce plan
(vertical) déterminera : 1° dans le demi-cylindre

S« N
o
= o X—n

Fig. 14.

— qui a pour base le demi-cercle OIP el pour
hauteur l'axe du prisme — une seclion en forme
de rectangle dont un coté (horizontal) = XT, el I'au-
tre colé (vertical) = l'axe du eylindre; 2° dans le
sabol de eylindre, un autre rectangle donl un
¢olé (horizontal) = XT, l'autre (vertical) = NY, NY
élant une paralléle & BQ, menée dans le rec-
langle AB' (fig. 13), & une dislance IE (de BQ) égale
a XIL

! Le lexte dit AE.
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Puisque EI est un rectangle et NI, OF des paral-
léles coupées par EO, BI, on a :

Eo _or oB
el N YN'

Or, le rectangle déterminé. dans le demi-eylindre
esl au rectangle déterminé dans le sabol comme
QB est & YN : car leurs deux aulres cotés sont
égaux a4 XT. On a done :

recl. dui/2eyl. OB EO® 0=

recl. du sabotl ~ YN @l  eX’

Supposons done le rectangle du sabol suspendu en
Z, ce poinl élanl son cenlre de gravité, et IIZ un
levier dont le milieu fixe est @, Le rectangle du
demi-cylindre ayant (lemme V) pour centre de gra-
vité X, I'égalité susdite signifie que les distances des
deux centres au poinl fixe sonl inversement pro-
portionnelles aux aires des reclangles, el par con-
séquent que les deux reclangles s'équilibrent par
rapport & . On démontrerail de méme, pour loute
autre position de la perpendiculaire & 6 mende
dans le demi-cercle ONP et par laquelle on méne un
plan perpendiculaire a 110, prolongé dans les deux
sens, que le rectangle déterminé dans le demi-eylin-
dre, restanl en place, équilibrera par rapport 4 9
le rectangle déterminé dans le sabol, transporté au
cenlre de gravité Z, Au tolal, la somme des rectan-
gles du demi-cylindre — c'est-a-dire le demi-e ylin-
dre restant en place — équililirera par rapport i ©
la somme des reclangles de sabol, ¢'est-a-dire /e
sabot lui-méme, transporté en Z.
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(XI11).

Considérons maintenant séparément (fig. 15) le
carré. MHNW perpendiculaire a I'axe, [le cercle
ZOMP, les diamétres reclangulaires PO, ZIL Tirons|
OM, 8H et, par ces droiles, menons des plans (ver-
ticaux) perpendiculaires au plan du demi-cercle

H P N

T
o 3

X 9/___
v

\

Fig. 15.

I

-

M

OIP et prolongeons-les au-dessus el au-dessous de
ce plan. Nous formerons ainsi un prisme Iriangu-
laire ayanl pour base un triangle égal a OMH, et
une hauteur égale a I'axe du eylindre : ce prisme
est (évidemment) le quart du prisme total circons-
erit au eylindre.

Dans le carré MN, tirons deux droites KA, TY,
équidistantes de M= (et paralléles & ce diamétre) :
elles coupent la demi-circonférence OIP aux poinls
K, T, le diamétre OP en X,Z, les obliques ©H, ©M
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en X, @. Par ces droiles, menons des plans perpen-
diculaires & OP el prolongeons-les au-dessus el au-
dessous du plan OZMP, Chacun de ces plans pro-
duira : 1° dans le demi-eylindre qui a une base
égale & OIP el une haulenr égale a l'axe une
seclion en forme de reclangle, donl un colé égale
KZ (ou TZ) el 'aulre égale I'axe; 2° dans le prisme
triangulaire ®HM une autre section rectangulaire,
dont un coté égale AX (ou Y®) el l'autre égale
I'axe,

[Considérons la paire de rectangles égaux AX,
Y® du prisme, d'une parl, et les rectangles corres-
pondants EK, ZT du demi-cylindre, d’autre part.
Tous cesrectangles ayant méme hauleur, leurs aires
— égales deux a deux — sont proportionnelles a
leurs seconds cotés. On a done :

rect. EK 4 rect. ZT _ 2rect. SR =K
recl. AX + rect, Y 2recl. AX T AX’

Les rectangles EK, ZT ont respectivement leurs
centres de gravilé au point de rencontre de leurs
diagonales (lemme V) et par conséquent aux milieux
des droites XK, ZT. Le centre de gravité de leur
systéme sera done situé sur la droite qui joinl ces
milieux (lemme II) el, par raison de symélrie, au
milien de cette droite, c'esl-a-dire & sa renconltre
avec Ell,

Semblablement le centre de gravilé do systéme
des rectangles AX, Y® sera situé a la renconlre «
de ZH0 avec la droile qui joinl les milieux de
AX, YO,

Le triangle rectangle HAX semblable & HZO élant
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isoceéle, on a AX =HA =Z2P. On a done successi-
vermenl :

recl. ¥K 4 rect. ZT _ YK 3K YP.EO N0

recl. AX + recl, Y® 2P SP.SK  EP.5K ¥k
T s
GAX +XS

_EP4280  AX 4 2XY
=" 3K - Yk = s
= YK
=

Or1/2EK =£0; 1/2AX -+ XE=u60.Si donc on con-
sidére ZI1 comme un levier donl @ est le milieu fixe,
les systémes (2K 4 ZT), (AX 4 Y se font équilibre
par rapport a 0. Il en est de méme pour loutes les
aulres positions des paralléles conjuguées AK, YT,
Done, autotal, la somme des reclangles interceplés
dans le prisme HOM — c¢'est-d-dire le prisme HOM
— eéquilibrera par rapport 4 © la somme des rec-
tangles du demi-cylindre — ¢'esl-d-dire le demi-
eylindre OIIP,

On a vu plus haut que le demi-cylindre équilibre,
par rapport au méme point fixe, le sabol (ransporté
en Z: il en résulle, par symétrie, que le sabol trans-
porté en II équilibrera le prisme HOM restanl en
place. Le prisme peul étre considéré comme la
somme des Iriangles égaux 4 HOM empilés sur
une hauteur B, Chacun de ces trinngles a son
centre de gravilé au poinl de rencontre de ses mé-
dianes (lemme 1V), ¢'est-d dire aux deux tiers de la
médiane partaal du sommel situé sur I'axe. Tous
ces centres de gravilé sonl d'ailleurs évidemment
on ligne droile; dés lors, le centre de gravité du
prisme loi-méme est sur cetle droite (lemme I1) et,
par raison de symétrie, au milieu de cette droite,
c'est-d-dire aux 2/3, en y, de la médiane du triangle
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HOM intercepté par le plan® équidistant des bases.
L'équilibre du sabot et du prisme trianguluire par
rapporl a © exige done qu'on ail :
sabol _ 18 2
prisme HOM — 1o~ §'

el comme le prisme HOM est le quart du prisme
total, il vient bien :

sabol 2 - (b=
prisme AB 136 '«-'l"-“-]
(X111

Deuxicme démonstration.)

Soil un prisme droil a bases carrées, ABI'A une
de ses bases (fig. 16), un eylindre inscril dans ce
prisme, ayanl pour base le cerele K langent en E, Z,
H. ©aux 4 eolés du carré ABIA. Par le centre K de
ce cercle et le eolé (1"A') de la base opposée du
prisme qui correspond a I'A, je méne un plan.
Il détache do prisme tolal un prisme partiel qui
en esl le quarl el qui esl compris enlre trois ree-
langles (HEA'T', HEAD, I'AI'A') el deux triangles
(rectangles) opposés (EAA', HI'T'). Dans le demi-
cercle EZH, inscrivons un segmenl de parabole,

t Jai éle oblige d'introduire cette démonstration som-
maire de la position du centre de gravité d'un prisme, ce
théoréme ne figuranl pas dans les ouvrages conserveés d'Ar-
chimede. 11 est possible quiil it exposé dans un ouvrage
It awquel Fanteur se contentail de renvoyer ici. 1l est
possible aussi qu'au lien du centre de gravile du prisme,
Archimede ait determine celui du demi-cylindre.
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ayanl pour base HE et pour axe KZ (fig.17). Dans le
reclangle All, menons une paralléle quelconque MN

N T

Fig. 16.

a KZ : elle coupera la circonférence du demi-cercle
en E, la parabole en A. On a évidemment :

(1) MN,AN = NZ*,

el par conséquent :
. MN _TK*() [ BEY\
i D SO W T

Par MN menons un plan (vertical) perpendicu-

‘Lo premiére proposition est démontrée dans Apollonius,
Coniques, 1, 11, et I'élail probablement dans les ouvrages
élementaires sur les conigues connus d’Archiméde. On en

HE®*  HK*®
MN.AN — NZ

AN L JN®
MN, NZ parAX, il vient T&I_; = w%.“\’ Notons d'aillenrs
que Pégalité (2) résulte immeédiatement de 'équalion de la
HE*  ZK _ MN
AT Z¥ T ANS

deéduil aussitot en remplacant HK  par

pavabole (Quad. parab. 3)
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laire & EH (fig. 16). Il interceplera : 1° dans le
prisme partiel un triangle rectangle (MNN'), ayant
pour colés de I'angle droit MN el une perpendicu-
laire (NN') & I'A en N dans le plan I'A (A'T7), el
I'hypolénuse dans le plan sécant; 2° dans le sabol
eylindrique, détaché par le plan sécant, pareille-

ment un triangle reclangle (MZZ') ayant pour cotés

B H
f-/‘ .
M p—
e K
A E
Fig. 17.

de l'angle droit MZ et une perpendiculaire (22')
au plan KN menée lelong de la surface du eylindre,
let 'hypolténuse dans le plan sécant.

Les triangles MNN', MZZ' étanl semblables, on a :
tr. MNN'  3IN' HK

. M2~ 3¢ u=

(3)
Mais ME" = MH.ME = (HK — MK) (HK 4+ MK)
=K' —MK". Done :
tr. MNN' HK

ir. MZZ' :

HK — MK
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Or I'égalité (2) donne :
MN _ HE*
MN —NA — HK* — MK®’

done :
5 . MNN' MN NN (Y
) T MEZ NN —AN_ MA

c¢'est-a-dire:le triangle intercepté dans le prisme par-
tiel est au triangle intercepté dans le sabot comme
la paralléle MN menée dans le rectangle HIAE
est & la partie de cette paralléle comprise entre Ell
et la parabole. Cetle relation étant vraie pour n'im-
porte quelle position de la paralléle, au total] la
somme des triangles du prisme partiel est & la
somme des triangles du sabol comme la somme
des paralléles MN est a la somme de leurs sections
comprises entre HE et la courbe. La premiére somme
n'esl autre que le prisme partiel, [la seconde le
sabot], la troisiéme Iz reclangle HU'AE, la quatriéme
le segmenlt parabolique HZE, done :
prisme partiel  rect. HFAE

sahol segm. EZH°

(5)

[Le rectangle HTAE vaut deux fois le triangle HZE;
le segment parabolique HZE vaut les 4/3 de ce
triangle| car ceci a élé montré précédemment’;

* On obtiendrait plos vite celle relalion en partant de
I'équation de la parabole 3% = Rx,d'ou :
R* R R* R

— B

RF—)* R—x
R® R MN
ME: RF—3 R—x MA®

Lr.
Dés lors on a ————;
Ir. 1

f Théoréme 1. On peat aussi traduoive (en lisant v zeig
wpAtisoy Sxiedopivors) « dans un ouvrage précédent o, d savoir
dans Quadr. parab., 11, p. 251 el suiv.
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done :
prisme partiel 2
sabol = &3 o

| e

Si done le sabol vaul 2, le prisme parliel vaul 3,
el le prisme tolal qui en est le quadruple vaul 12 :
done le sabot est bien le 6° du prisme. C.q. 1. d.

(X1V

Justilication rigoureuse de la démonstration
précédente).

Soit un prisme droit & bases carrées, ABI'A une
de ses bases'..... [un eylindre EZHO inscril dans le
prisme. Un plan mené par le centre K du cercle de
base EZH et un des ¢otés (I"A) de la base opposée
du prisme coupe le cercle de base suivant le dia-
métre EH (paralléle & AT)...] Il délache du prisme
total un prisme partiel (HIT'EAAY) et du cylindre
total un sabol eylindrique : il s’agil de montrer que
ce sabot vaul le sixiéme du prisme tolal.

1° Je vais montrer dabord qu'on peul inserire
dans le sahot eylindrigque el lui circonserire deux
solides composés chacun d'une série de prismes
qui ont méme hauteur el pour bases des triangles
semblables, solides tels qu'on peul ramener leur
difference & étre plus petite que toute grandeur
donnée,

t Les mots qui suivent (s7ls sonl bien déchiffrés) signifie-
raient ¢ o Comme le prisme esl au prisme, ainsi le cercle
EZH est... », ce qui n'offre point de sens, 1l serait exact,
mais sans inlérét, de dire que le prisme est au earré qui
lui sert de base comme le cylindre est au cercle EZH.
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[Divisons (fig. 18) le diamétre HE en un nombre
quelconque de parties égales; par chacun des points
de division, menons des paralléles MN, MN ... & KZ
et par ces droites des plans perpendiculaires au
plan de base K. Ces plans divisent le prisme par-
tiel HIT'EAA’ en une série de prismes élémentaires
ayant méme hauleur=MM, et pour bases des
triangles rectangles égaux = MNN’ (voir fig. 16).
Ils déterminent aussi dans le sabol une série de
sections en forme de lriangles rectangles inégaux

EE .E.E, Considérons deux sections voi-
sines el soil M,Z = MZ. Projetons Z sur M N,
en { et £ sur MN en £, el formons dans les plans
verlicaux les triangles M&E' =M E 2", MEE,
—MZEZ". Le prisme élémenlaire déterminé par les
deux ftriangles égaux MEE'MEE | est évidemment
contenu tout enlier dans la section du sabot qui a
pour base le trapéze curviligne MZEZ M. Au con-
traire le prisme élémenlaire délerminé par les
triangles égaux ME'M Z =’ contlienl tout entiére
celte méme section. En opéranl de méme pour la
section suivanle, on formera de méme un prisme
élémentaire M,E ' M 2% inscril dans le sabol el
un prisme élémentaire M H-"M,:'_', circonseril el
ainsi de suite. Si I'on compare les deux séries ainsi
formées, on verra que chaque prisme élémentaire
de la série circonscrite a pour équivalent un prisme
de la série inscrile : ainsi le prisme circonserit
MEM =, équivaul an prisme inserit M Z, M, de la
section suivante'. Seul le dernier prisme circon-
serit M\N ZK n’a pas d'équivalent dans la série

* Cf. De Conoidilus, 19 (I, 317 Heiberg).
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inscrite. La différence des deux séries se réduil
donc -a ce seul prisme deux fois répélé (dans
chacun des deux quarts de cercle). Or, ce prisme
peut étre rendu aussi petit que 'on yeul en multi-
pliant le nombre des divisions du diamétre HE et
des plans verticaux'; donc aussi la différence des

; ¥ Ao
™M .h E s ;u MH ANZE I;I
i - T
6 =% i My ;,f’\'?‘fz\' .
N : 1
M, E, \ 2 M, 7\;|\\3 N,
i b N,
n m'lj,,‘——\v\l'\lih
M, Ny M, Ng
K z X z
E A E A
Fig. 18. Fig. 19.

deux séries de prismes élémentaires, c'esl-d-dire
des deux volumes considérés, peut étre rendue plus
petite que toute grandeur donnée. A plus forte
raison peul-on rendre plus pelite que loule gran-
deur donnée la différence de chacun de ces volumes
el du sabol qui esl compris enlre eux.

2° Je vais monlrer de méme (fig. 19) que si l'on
trace 'arc de parabole HZE inscrit dans le demi-

Cf. Eveins, E‘.‘nm., X, 4:
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cercle HZE, on peul inscrire el circonserire au
segmenl parabolique HZE deux séries de rectangles
élémenltaires (correspondant aux prismes élémen-
taires des volumes du sabot) dont la différence peut
devenir plus petite que toute grandeur donnée,

Chacun des plans séecants verticaux de toul a
I'heure détermine dans le segment parabolique
une trace MAM A, ete. Ces traces sonl équidis-
tantes et de grandeur croissante depuis H jusqu'a Z.
Si done nous projelons A en A, sur M,N,, A, en A,
sur MN,... el de méme A, en 2" sur MN, A, en X', sur
M,N,..., nous formons deux séries de rectangles :
'une enveloppante H) AM, MXAM,, ... lautre enve-
loppée MAL M, M A X M...., et chaque rectangle de la
série enveloppanle équivaut au rectangle enve-
loppé de la section suivante (HAAM=MA\M,).
Seul, le dernier reclangle enveloppant M N ZK
reste sans équivalent. La différence des deux séries
se réduit done a ce rectangle élémentaire (deux lois
répété), el comme, si le nombre des divisions du
diamétre est suffisamment grand, on peul rendre
ce rectangle aussi pelil qu'on veul, la différence
des deux séries elle-méme (el a fortiori la différence
de chacune d'elles & l'aire du segment parabolique
qu'elles comprennent entre elles) peul étre rendue
plus petite que toule grandeur donnée.

3% Le prisme partiel est au solide inscril (ou ecir-
conscrit) au sabot eylindrique comme le rectangle
HI'AE est & la somme des rectangles élémentaires
inscrits (ou circonserils) au segment parabolique.

Cousidérons d'abord le solide circonserit (fig, 19).
A chacun des prismes élémentaires délerminés
dans le prisme partiel par deux plans sécants con-
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sécutifs correspond un prisme élémentaire du
solide circonserit. Comparons deux de ces prismes
élémentaires correspondants HN, HZ. Ayant méme
hauteur, ils sont proportionnels i leurs bases, ¢'est-
a-dire aux triangles rectangles MNN', MZZ".
Or, on a vu (n° XIII) que :

tr. MNN' _ MN

ir. MEE'~ MA'
donc aussi :

) élément du prisme __MN _rect. IN|
élément du solide circonscrit — MA ~ rect. HA’
el aussi :

@) X éléments du prisme (ou prisme partiel)

X éléments du sol. cire. (ou solide circonscrit)

X recl. HN (ou reect. HTAE)
¥ rect. HA :

(cf. lemme IX).

Pour le solide inscrit, la démonstration serail la
méme, puisque les triangles et les reclangles sont
les mémes deux a deux dans les deux séries. Tou-
tefois, il faut observer que, tandis qu'a chaque
élément du prisme partiel correspond un élément
prismatique du solide circonseril, en ce qui con-
cerne le solide inscrit le premier élément de chaque
demi-cercle (prisme HN) n'a pas de correspondant
dans le solide, et de méme pour les rectangles. On
devra donc écrire en toute rigueur :

(B —2) el l:rismez X — 2) rect. HN
2 él. solide inscrit ¥ rect. M),

(3)

Mais comme :

él. prisme  rect. HN
¢l solide inserit — reel. Ma, '
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on ne change pas l'exactitude de l'égalilé (3) en
ajoutant au numeérateur du premier membre deux
¢léments prismatiques et a celui du second deux
rectangles HN, et l'on retombe alors sur I'éga-
lité (2).

Ces préliminaires posés, supposons d'abord que
le sabot soit plus grand que 1/6 du prisme tfotal,
¢'est-a-dire que le prisme partiel soil moindre que
3/2 du sabot. Si petite que soit la différence, il en
résulterait que le prisme partiel est aussi moindre
que 3/2 du solide inscrit dans le sabot, car la dif-
férence de ce solide au sabot peul étre rendue plus
petite que toute grandeur donnée. Or| le prisme
partiel est a ce solide inscrit (3°) comme le rec-
tangle HTAE est 4 la somme des rectangles élémen-
taires inscrils dans le segment parabolique. Si done
I'hypothése était vraie, on aurait :

recl. HTAE
Y rect. MAWM,

Mais on a vu (Théoreme 1) que le rectangle HTAE
vaut exactement les 3/2 du segment de parabole,
lequel enveloppe la somme des rectangles MAAM, :
il est done impossible que ce rectangle vaille moins
que les 3/2 de cette somme; [I'hypothése est donc
fuusse el le sabot ne saurait élre plus grand que
1/6 du prisme total.

Supposons maintenant que le sabol soil plus
petit que 1/6 du prisme total, c'est-d-dire que le
prisme partiel soil plus grand que 3/2 du sabol. Si
petite que soil la différence, on montrerail de méme
qu’il en résulte que le prisme partiel esl aussi plus
grand que 3/2 du solide enveloppant le sabot.] Mais

<§
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le prisme partiel est a ce solide enveloppant (37)
comme le rectangle HFAE est a la somme des ree-
tangles élémentaires circonserils au segmenl para-
bolique. On aurait done :

recl. HFCAE k]
T rect. H,AM~ 2°

Or (Théoréme 1), le rectangle vaul exactement
les 3/2 du segment parabolique qui est plus petit
que la somme des rectangles enveloppants; il ne
saurait done valoir plus que les 3/2 de cette somme :
[done I'hypothése est fausse.

Puisque le sabot ne saurait étre ni plus grand ni
plus petit que le sixiéme du prisme total, il vaut
done exactement le sixiéme de ce prisme. C.q.f.d.}.

Xy

[Silon inserit dans un cube deux cylindres ayant
chacun ses bases inscrites dans deux faces oppo-
sées du cube et sa surface latérale tangente aux
quatre autres faces, le volume formé par linter-
section des deux eylindres dquivaut aux deux
tiers du cube.

' La démonstration de ce théoréme (dont I'énoncé a éte
donné dans le préambule) a péri en entier. Je I'ai restiluée
d'aprés Panalogie des démonsirations précédentes el en
m'inspiranl des observalions de Zeuthen, op. cif., p. 356,
suiv. Mais, comme il sagissail ici d'un moreean entiére-
ment perdu, j'ai eru pouvoir me réduive i Uessentiel, sans
chercher & reproduire le détail des raisonnements el des
caleuls, tovjours un peu longs, d’Archiméde.
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Premiére démonstration (mécanique).

Supposons (fig. 20) que nos deux eylindres aient
des axes horizonlaux. Menons un plan vertical
perpendiculaire & I'un de ces axes () el passant par
le cenlre K du cube, et que ce soit le plan de la

le
A & A w H
- /rp' }:\0 N
A
= K
E. X 1 N
Fig. 20.

figure. 11 coupera le cylindre (z) selon le cercle
ABTI'A, le cube et le eylindre (8) selon le carré @WQX,
Prolongeons AB, AA jusqu'a leurs intersections E,
Z avee XQ et complétons le rectangle EZHA : ce
sera une section verticale d'un prisme rectangu-
laire, qui a méme hauteur que le cube et pour
base un carré de coté double. Le triangle AEZ est
la section verticale d'une pyramide a base carrée,
ayant méme base el méme hauteur (que ce prisme.
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Prolongeons AI' de A® = Al' et considérons 'O
comme un levier avant A pour milieu fixe. Menons
un plan horizontal MN : il coupe les deux eylindres
selon deux rectangles égaux qui onl eux-meémes
pour partie commune un carré de cole ZO qui
coupe le cercle ABI'A selon la corde Z0. Ce méme
plan coupe le prisme selon un carré de coté MN,
la pyramide selon un carré de coté TIP.

On a (ef. le théoréme 11) :

A® _Ar _M® MY

AY - AT IO MEI.EO'

Mais :

ME.ZM(=TA.AE = A:

]
Il
l/
I L

}
:l

done :

A© M
e

AT EY +In

carré MN
' I-“.i = carre Z0) -+ carre l||"

c¢'est-d-dire que le carré MN, restant en place, équi-
libre par rapport a A les earrés 20, ITP transportés
en ©® comme centre de gravité. Cette proposition
reste vraie pour n'importe quelle position du
plan MN et, par conséquent, pour les sommes des
trois espeéces de carrés inlerceplés par chacun de
ces plans. Done, en totalisant, le prisme (somme
des carrés MN) restant en place équilibre la pyra-
mide (somme des carrés IIP) et le volume commun
aux deux cylindres (somme des carrés Z0) trans-
portés en © comme centre de gravilé commun, Le
]u'i:-mh' ayant évidemment pour cenlire de gravité K,
on doit done avoir :

prisme Y R
pyramide + volume commun KA~ 77
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aut 1,3 du prisme, de
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n
|
ri
1L intre 101 e cube
= e. C.q
trat 1 01 -"'_-"J’.-|.'-'.'-'
demment, une section verticale.
A L
= 0 P

e

triangle OKW : ce sera

e avanl son sommel en K el

(S |11| l'II|u- | 11 l}l.‘ll] I||||-i
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zontal AP couperale cube selon un carré de cOté AP,
la pyramide selon un carré de coté NO, le volume
commun selon un carré de coté MIL. On a :

ST e S T
EKk + 20N = (K1l KA JEP S

et, comme EK—=ZN, on a :

(’est-a-dire :
carré (NO) 4 carré (MI1) = carré (AP).
Cette égalité étant vraie pour n'importe quelle
position de la paralléle AP, on a, en sommant :

2 carrés NO 4+ X carrés MII = X carrés AP,
c'est-a-dire :
2 pyramides KW 4 volume commun = cube ®W¥XQ ',

Et comme la pyramide est le 6° du cube :

3 ]
volume comm. = cube — ': cube =
3

cube, q.f.d.

wl e

Remarque.

Considérons toujours les deux cylindres horizon-
taux (lig. 22 et 23). On a vu (1™ démonstration)

t Le passage de 'égalité des surfaces des sections & I'égra-
lité des volumes est évidemment sans rigueur, mais inspiré
de raisonnements analogues d’Archiméde. 11 serait, d’ail-
leurs, facile de donner au raisonnement plus de precision
en décomposant la pyramide el le solide en deux séries de
prismes carrés inscrils et circonserits, dont leurs volumes
sont les limites respectives (cl. la troisiéme démonstrution
du théoréme [l]'l'i'r‘n|r'll1|.
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quune série de plans horizontaux les coupent
selon deux rectangles qui ont pour partie commune

un carré. Ces carrés vonl en croissanl depuis le

point N (fig. 22 auquel se réduil l'inlersection des
génératrices dans le plan AI' — jusqu au carré elnb

correspondant & la section médiane, puis en dimi-
nuant de nouveau jusqu'au point N', centre de la
base EZH®. Le solide commun® est formé par Ia

A e F
y N P
Ar;;'.' :‘-, — ;
| I i A B }TJ
II I 1
I | 0
I L .’K )
El ‘M
\ /e %
¢ N s
E m Z

superposilion de tous ces carrés. Les sommets de
tous ces carrés, c'est-a-dire les arétes du solide
commun, sont (fig. 22) dans les plans BAG®Z el
ATHE. Ces deux plans décomposent le solide com-
mun en quatre portions de cylindre. Si nous les
coupons par les deux plans verticaux médians du
cube, afy3, hxpv, chacune de ces portions de cylindre
se décompose en deux sabots ou onglets, pareils a

1l a la forme dite en archilecture « voute d’arétes » ou
o volle de cloilre «
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ceux du théoréme XI, égaux el adossés deux & deux
par leur base : tel est, par exemple nNN'A (fig. 23),
oit I'on peut remarquer que NyN' est une demi
ellipse inclinée a 45° sur le plan NAN'.) Chacun de
ces sabols, en vertu du théoréme XI, esl égal au
1/6 d'un parallélépipéde ayant méme base que le
cube et demi-hauteur, ¢'est-a-dire moitié du cube.
Chaque sabot vaut done 1/12 du cube, el comme le

'| ~—f3

solide se décompose symétriquement en huit sabols
pareils, le volume total représente les 8/12, ¢'esl-a-

dire les 2/3 du cube.]

NOTE ADDITIONNELLE

Les volumes calculés dans les théorémes X1 — XV ont élé
¢tudies, indépendamment d'Archiméde et méme preéten-
dait-il—al'encontre d'Archiméde, parle comte Léopold Hugo,
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une série de brochures (1867-4875) que

wrey, Luriosites ygeome-

1907), p 1 sulv

Voici un apercu

1

me du sabot (Hugo dit @ anglet)
d'abord un cas spécial (fig. 24) :
dont la hauteur CD serait ¢
n plan perpendiculaire i AB ¢
1wele GEF, semblable & DOC,
GF e

On a done

2x, d'ou GF 2~ EF. Par

GEF
c'est-a-dire le
I'on divise par
plans analogues 'onglel
elémeniaires,

équent, l'aire du triangle

EF > 1/2 GF)==EF’
de rayvon EF. Si

une série de
assimilables
EFG. E'F'G',

dessus permel

n volumes
i des prismes de base

OCD, ete., la re

d iplacer chacun de ces prismes
par un cylindre ayant méme hauteur
que | et pour rayons de base
e E'F', ..., 0OC, ete. La
01 eylindres élémentaires

st une sphére rayon R: done aussi
le volume V de |'onglet 4/3 = RY. -
Soit maintenantun ntl-_"a-'.-||:4'l-'.-ll-il|-- V,

1 R et de hauteur h. Compa
ron I'onglet ¥V de méme base
el de hauteur 2= R, Les trinngles de
base sont entre eux comme leurs
s

L8 vone
ett on ¢quivaul bien a celle
base carrée du théoréme
de 1 i ponr hautewr &, don
i-dire 6 fois l'onglet]. 20 Volume
n fn I 'lrl""'\' cireu

prg dans les

'S ",f’,f'”"""“

egquidomoide &

ippelé par Hogo

( L carre il construil

int, an lien d'un cube, un prisme
nal des égquidomoides réguliers a
ilagoniale, el t élant le ravon

) 'nridte dua cube noide & base




OU DE LA METHODE 01

pour hauteur, a pour volume 8 < 2/3 R*h ou, puisque R = b,
6

15- b, Le cube ayant pour volume (2h) = 842, 'équidomoide
vaut bien les deux tiers du cube. On démontre facilement
que, si B oest 1o base {section médiane], H la hauteur de tout
équidomoide régulier, son volume a pour expression 2/3
BH.
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