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INTRODU TION 

Les nou\' au:-- le:--les t! 'ArchiIlH\de id r ill ifi 's r aI' 
M, JJ ib!' t')' pt'ése lll r il l , <LII roi III le \'U l' h isloriq uc, 
Uil inlél"' l cO l1sid l'iIbl e. S'il s ne Il'all sf'oJ'lll cnl pas 
noll'C co nce plion de j'(I· tl\'I '(' d" \ I'chim ' d , ils la 
c 111plèl nt , il ' l a (lI" 'c isc ll l; il s Ill onll' nl <l u'J\t'rlL i-
111 \d 'é lait tlyan 'é dans l es yoies de la .'c ien('r 
modern c plu s loin cnco l' qu'on Il l e supposail ; il s 
a 'Ct'oi s nl , s' il es l po.'s ible no ll' admil'a li on pOUL' 
on mel'\'eill ux géni e, 

Le saviln L m alh ' l11<lli 'i en danoi " M. Zeulhcn, 
loull' fli foire de ')fatll/:Il lalùj ues il unc répu la li on 

uni \' l' clIc, vienl de p luli el' Ull leadu li n allc

mande cl e. 1 a " s m i l'ilcuJ eusem nI l'e"SU cil 'cs, 
nI ' accompilgnanl d'uil cO lllmenla i l'C pénéll'anl 

el minulicux . l. Th éo c! ol'e I{ ein ileh , c1 0n l l'éru
d i li on cl la cUt'i sité ne 'onnai .'senL pa' dc limiles, 
poul'sui\'ail , 1 so n cü lé, un ll'ildu cli on fl'tl ll ça isc 
du mêm e lex ie ""J'cc, qu 'il il l'éuss i ;i fil i re au ss i 
pI'éc isc JlI poss ibl c, n Jt1 1\ lll e Lemps qu f(lr il il, 

lit'c pat' l'emp loi dc lil 1 1,Jt1iJl ologie lIl ùd l'n . Dans 
C lle ll'a ducl ion, les lar un es des démon ' lmlions 
r ','ulLanl cl . lacun es du manu SC1'i l oll l bo igneu-
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sement rétablies. Les savan ts ne peuven t qu e sc 
réjouir du do uble effort de M. Zeu then 1. de 
M. Reinach, qui leul' ouvre Lout gmnds les sec l'el 
du no uveau manuscri t. Je voudrais ind iquer ici 
aussi briévement que poss ible les conséquen ces qui 
me semblent l'ésulter de sa lecture. 

On sai l qu' l'chimède esl. regat'dé à j usle t ilre 
comme le père dela mé thode d'eX/JaU tion,mélhode 
dont on peut d il'e qu'elle esl le calc ul inlégral à 
l'état nais ·anl. Le pl'incipe de la mélhode esl le 
su ivant : pOUl' meSllre l' une grandeur no uvelle 
( une aire curvi ligne, pal' exemple), on montre 
qu'elle e t comprise enlre deux gmndeurs analo
gue' qu'on sait meS\ll'el' (deux a ire rectil ignes, pa l' 
exemple), donlla di/l'érence peut êll'e rendue aus ' i 
petite qu'on veut; la limite commune de ces deux 
gl',wdeul' est la mesure cherchée . C'est pat' c Lle 
mélhode qu'Archimède a calculé l'aire de la para
bole, c'e 'l-à-dire, d'une façon pré('ise, l'aire com
pri e en tre une parabole, son axe el deux p rpen
diculail'es quelconques à cet axe; il oblint celte 
aire comme la limite d' une somme de s urface 
l'ectangulaires de plus en plus nombre use' et de 
plus en plu' minces. La sommation qu'i l a dû 
accomplir serait repré 'entée aujourd 'hui par le 
symbole: 

Al'chimède a donc efl'ectué - et avec une rigueur 
parfa ite - la pl'emière intégration. 

Il es l vrai que 10 principe de la mélhode d'exhau -
lion se lrOUYLli 1. déjà, au moins partiellement, dan 
Eudo:e, prédécesseur d'Euclide el d' rehim de, à 
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cru i e t du e la mesure du yolumc de la PYl'amide. On 
sait qu e le calc ul élémcnlail'c de ce vol umc repose 

ur le lemme qui exp l' im c l' égalilé dcs volum es de 
deux PY l'am idcs qu i onl la m('me hauleu l' rt des 
base équiyal enles. 01' , 1 OUI' démonlrer ce lemme, 
Eudoxe comp l'end le volume d' il ne pyramide enll'e 
les volumes dc deux omnlC'S de pl'i smes, volum es 
llonl la difl'él'ence lend vel'. zél ·o. Si Eudox e ava it 
dédu it d là dil'cclemenl lc vol ume dc la p~Tam i d e 
en omma nl les yolum cs de pl·i sme de pl us en 
plu nombreux et de plus en plus mince in cl' il s 
dan s la pyramid c, c'es llu i qu i eflt fa il la premi ère 
inlégrnlion, el pl'éc isémenl la 1l1 ('me inl égrnlion : 

j b
x1dx 

J " 

dont dépend l'a ire de la pal'abole. 'lai il . 'es l borné 
Ù employcr sa mé lhode il la compMn iso n de deux 
volume encorc in con nu s, sn ns en lirE'r la valeur 
commune de ces volumes. 

C'es l don c A 1'(;h imède qui , le prcm ier dnn s J'h is
toire dc la science, a e fT'ec lu é un e inlégm lion . a 
mélhod e, ill'a expo ée . Ous un c form e il'l'éproc ha
bIc, non pn s seul emenl il pl'0]1 0. cie J'n ire de la pm'a
bole, mais dan. so n Trnilé . lIr le Pal'aboloïd e. et 
les El lipsoïdes: c'es l clan , ce dc;'niel' Trnil é qu ' illui 
a clonn é sa form e ln plus gé nél'nl e, 1 il J'n nppli
qu ée à des inlégra li on qui senl ienl l'eprésrn lées 
aujourd'hui pal' le sym boles: 

.ib 
xdx, .il> x"dx . 

Dnn s son Tl'nilé s ur les C nll'es de gr:n'i lé drs 
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fi gure planeR, il a m(lme e ffeclué l'intégration 

;:" a x'dx, 

mais à l'a ide de procédés loul péc iaux. Le no uveau 
TI'ailé n'apporle pns dïn légrnlions no uvelles, mais 
Il expose de. procédés enl i('remenl di fféren L ellt'ès 
inluitifs pour résoud l'e de problème, variés e L 
apercevoi r de, lhéorème. oit inleryienn nL le. Lrois 
in légrations précéùenles. La mé lhode d'exha us tion 
esl a u fonù de ces pl'océdé., mai" ce qui en fait la 
fécondiLé, ce q ui permel (à l'nide de ll'ois quadrn
l ures distincles séulement) de l['aitel' unemu llilude 
de ques lions, ("esl une nol ion loule moderne e t qui 
apparaî l là pOUl' la première fo iR dans l'œ UY1'e 
d'Archimède: la notion de momenl ù'une fOl'ce pnr 
rc.pporl à lIne droile ou il un plan. 

Celle no lion qu'Arch imède emploie co n lammel1l 
snns luj donnel' de nom, c'e, l l'équilibre du levi l' 

qui la lui a suggél'ée, e l c'esL Ra il S sa formo méca
nique q u'ill'illlroduil dnn, LOW'1 ses l'aisonnomenLs. 
TraduiLe en langage moderne, sa mé lhode cOl1si Lo 
il comparer deu ' volumes qu'on regnrdecomm de 
soliùe homogt\nes, el à monlrer que le poids do 
leurs élémenls ont In(\me momenl ré, ullanl par 
rl1pporL ft une ('(,l'lninp d l'oile, Comme un des ,"olu
mes a é lé choisi tI(' faço n que l'e moment l'és ulL a nl 
rùt connu pOU l' lui, i l CR t con nu éga lemenL pOUl' 
l' autre : d'Olt une pl'Ojll'iélé géométrique de ce der
nicr vol ume. 

Pm'm i les lhéol'(\me8 qu 'Al'chimè'de met ain Ri en 
éY ide nce, il en ('s i auxquels il alLache un e impol'
Lanc(' pUl'liculi(\I'p. el eela pO Ul' deR "niso ns donl 
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un TI81'm il e eüt admil'é la On e. e. Le. pl'OpO. ilions 
qu' il a p ulli ées ju que-là sur les volume ronds 
n 'ex pl' imeol ja mai s qu e l'égalilé de deux lels vo
lum e . Par exemple, le "olume d'un phèr e e légal 
au volume d'un cylindre ayanl pOUl' ba. e un g l'and 
ce l'cle de la. sphèr e cl pour hauleur les 3/4. du r'ayo n ; 
mai s on ne sa il pa , a" ec la règle el le co mpa., 
co n lru ire un cube de m 'me vol ume qu' une sphè r'e 
de l'a on donné , t il est démonlré aujourd'hui que 
la cho es l impo ible. 01', dan a 1 lire il Eralo. 
th ène, Anhim ède forme deux exemples de volum es 
l'olld ' équivalen ts à un cuhe ou à un prisme, qui 

e onstrui enl ll'ès a i. éme nl d 'a prè les d imen
. ion du volume l'ond. L' inlé l'ê l [u 'A,'chim(\de 
altache à de Lell peoposiLions Lémoig ne (l'UI1 ens 
vraim nl proph étiqu e des problème de l'A Igè bl'e 
moderne. 

Il fail hi n remarquabl e, 'es l qu 'Al' himèd 
co ns id èl'e a nouvel le m lh ocle comme une mélhode 
d'invenLio n , mai . non comme une cl 'm on Lralion ' . 
Il erail inLére sanl de comprendr'e exac Lem nl 
poul'quoi. 

Comme dans Lou Les les appli ca tion du l rocédé 
d'exhall lion , rch imècle décom] 0 , e le volum e 
éludié en trDn che. de plu . en plu s nombl'eu cs 
el de plu s e ll plu min ce,. Mais il ne peen 1 pas la 
p i ne de donner' au pl'océcl é sa fOl'me irréprochable: 
en fa i l, il tléco up le yolu me, à J'aide de plan 
pUI'Dll èl équidi tant el cl e plusen plu rapproché; 

, Il admet clli ement qu'c ll e peut c nlribuer à faciliter 
un ~ démon ' lm Uon rigoul'cusc, Jl (U'CC qu'i l C t plus fa 'ile de 
dém ontrer un lh éo rèmc déjà énoncé que d'en faire 0. la rui. 
la ct co uver te et I l L démonslration. 
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mais il as imile immédiatement les traI]ches très 
mince ainsi ohtenues il des a ires planes; il parle 
comme le fel'ait un part isan des ùJdivisihles. Est-ce 
donc qu'il est encore incapable de t l'U duil'e r igou
l'eu ement son procédé d'exhaustion? l'Ion pas, 
cal'les nouveau" textes sont. ûrement pos térieurs 
Ù sa quadrature de ln parahole, oil la méthode 
d'exhau tion est e"posée d'une façon magi LI'ale. 
S'il emploie un langage in correct et abrégé, c'est 
d'abord pour rendre pltL in tuitif son procédé 
d'invention et ne pas l'emba1'l'as el' de d tail s de 
rigueur; c'es t en uite qu' il juge ceJ te r iguetJl' inu
til e, pm'ce qu'elle ne su ffirait pas à rend)'e impec
cable une méthodf' où de considéra tion , méca
niques e mêlent ù la Géomé trie . 

Ce sou i de dégager ses démonstral ions de tou te 
considération mécanique apparaît déjà dllns son 
Trai té ur la qua d l'a turl' de la parabole, où il ne e sa
ti fail que d'une dl'monAtraLion strictemen t ma thé
matique. erait-ce purisme de géomètre? La chosl' 
est peu Yl'aisemhlabll' d'un esprit aussi ph iloso
phique .. el'ait-ce un , a('l'i fi ce aux préjugés contem
porains? Dans ('e cas, il déclarCl'ait que sa méthode 
est rigoureuse, ma is qu' il donn era d'autres démon
s tl'a tions pour l'yiter tou te cont l'o ,'erse. L'explica
ti on qu i me parail la plus plausible es t relie qu 
s ll g~èl'e M. Zeu then : le, propriété des c n tre 
de gravi té sur lesquelles il s'appuie, rchimède 
n'en connaissllit encore que des démonstra tions 
imparfai tes, et c'est plus tard seulement qu'il 
a publ ié celles qui figurenl dans son Traité bien 
connu . 

Quoi qu' il en c;oil. un fait in con testllble , r'est qu':) 
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l'époqu e où il écr ivai L il Eralo. lh \nc, A l'ch imède pos
s dai L dan Lou Le . a p l' f clion la mélhod d'exhau -
lion, La négligence avec laqu cllc il J'cxpose ici ne 
salll'aiL donc êll'e inyoqu ée co mme la pl 'cuye qu 'il 
éta il b icn lo in d'enll'cyoi,' 1 S pr incipe, du V l'ai. 
caJ cul inlégral ; au conlra ire, ell c fail re sorlir la 
lIrelé asec Jaqu He il munia iL déjà ces prin cipcs 

c mm e in slrum cnt d' inYenlion, n le assoc ia nl à 
le on cepl géoméll'o-mécaniqu e, moderne, el 
ao s êll' obl igé de e gal'Cl cI' , pa ,· louL un appareil 

de ri gueur , co nLre le, el'1'ell/'S poss ible. , Le ' Iage 
qui uiyenl ne p uycnl IU C rodi ner le enL.imenL 
d [uiconqu c a lu lcs (J' UYI'C 'la ' iqu e d'Archi 
m cl : 'e L un accil enl hi s l l'iqu e qu i a inlCl'posé 
18 : ièc le, enlre Archimèdc el Galil ée, 

Paul Painlevé, 
de J'A cadémie des ciencps, 

P,'ofesS6ll r 11 la ' orbonne c t à J'École P ol) technique. 
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Le Trail é nouyenu cl'Archim(\(k donL je publ ic 
ci-ap,'ès ln Il 'ndu cl ion n élé l'end" il la lumi (\ ,'c dans 
dc cil'co nslan ces a" ez l'emal'quaul es . 

U n pal éogl'aph e grec, Papadopoulos Kerameus, 
aulClil' d'un yolum ine ll x eL savant cata logue des 
manuscrits du Patriarcal g l'ce de Jel'usa lem, y 
signalait , en 1RU9, , ous l c n" 355 (l. l ,p. :3':W) , UI 

mallUscI'il sur pal'chemin, pillimpseste, pl'ovenanl 
du monas lèl'e de ~a int- ,was (Pal es tin e) . L'écI' iLul'c 
l a plu s récenLe, du Xlii" sil'cle, est cell e d'un recueil 
de pI'i èr es byznntin sans inLél'(\ t ; r éc l·ituI'e plu , 
anc ienn e, d isposée lransvel'salement, nppnrnissnil 
par endroil Irès di, tincte, n)'nnt élé non graLlée 
par l e nouven ll sCI' ibe, mais simplcme nl épongre; 
elle accu c une main clu x· sièc le. M, Papado
poulos J( el'ame ll s l'eco nnul qu 'i l s'ag issa il d'un 
ollYl'nge mathématique, accom pllgné de fî g lll'es, cL 
il en l'epr odui sit qllelques phrases il litl'e d'échan
till on, Ces citations tombél'enL sous les yeux d'un 
profes. CUI' all emand, H. Scho'l1 ,qui ,à so n tOlll' , les 
fil VOil';'t 1. lfeilJel'g', pl'ofessclIr ù ITniYCl'si lé de 
Copc nltil gue, l'd il eul" d 'A ITllilll üde cl J 'A poll oniu s 
eL J sa ranl J ' Eul'ope Je plus com pétenL en ces 
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matières. M. Heiberg idcnt ifla aussilôt les exlrail. 
cités pal' Papadopoulos avec aulant de pn snges 
con nu s d'Archimède. ,a curi osilé' évei llée, il de
manda communication du palimpseste, qui , entt'e 
temps, avai t été transporté à Constant in opl e dans 
un prieuré du Phanar (le mélocflion du cloil l'c du 
Saint-, épulcre de Jérusalem dépendanL du Patl'iar
caL œcuménique. Cellr communication lui ru L 
refusée. Le , avant danois ne se décourag a pa . 
Comme la. montagl1€' n'allaiL pas il MahomeL, 
Mahomet alla à la montagne . 

PendanL l'été de 1fJOG, M. Heiberg Dll e Yoyagc de 
Cons tantinople et pllt (> tuclier il loisir le préc icux 
documcnt. Il y reconnut avec joie les r Les d'un 
manuscrit d'Archiml'cle, plu complel qu'aucun de 
ceux qu'on po sédait jusqu'à présent. Quoiquc fort 
mutilé , ce manu . l'rit l'en f l'me encore, el effel : 
1° ùes part ies considl>rables de plu ieurs Tt'a ités 
déjà connu du gt'anll géomètre (Dr la sphère el 
dll cJ'lindrp, Dps hrlices, lIfesure du ('C' rclC' , L e 
({quiJjhres ) ; 2" la plus gl'ande partie du tex te g l'ec 
(i néùiL) du Trailé des Corps Ilottants, don L on n 'avai L 
qu 'une traduction latinr refaite , Ill' J'arabe, datanL 
du Moyen-A/!,e; :3" les prcm i rs chap itres d' un T"aitr 
complè t ment inédi t, le , Iomflchion, r'est-à-clil'e 
« le Taqu in n. sorte de jeu de patience géomé trique ; 
40 lc texte, également inédit et aux troi, quarts 1 
complet, du Trflit,; de la 1l1élhflr!e (' E<poG! ,6v ou 
"EcpOôoç j, connu, eu lemenL pal' une r;o ti ce de ui-
dm; t et tro i, brèyes citat ions dans les lIféll'iques 

tEll e nons opprencl que cc Tl'oi lé ova it té commenlé 
pOl' un cerlain Théodose, 
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d'lI éron, OU\Tagc qui , lui -mêmc, n'a éLé publié 
qu 'cn 1!l03, pl'éc i émen L par li , Schœne, 

M, lIeibcl'g s propose d'ulili scr compl élemenL 
Lous ces ma léI'i aux pour la nouyell e édiLion de on 
JI I"chimède, qu'il a n prépat'aLi on, En a il ndanl , cl 
pOUl' salisfaire l'impa lience des sayanl , il a publi é 
dan s l ' /ferme , en parLi e d'après scs copies, en 
parli e d'apl'è de phoLogmphi e , le lexie grec de 
1" 'EÏ'oooç ou Trait é de la n7lJt li ode , Tous ceux qui , 
comm moi, onl eu le pri Yilège de jeLer les yeu x 
SUI' CCS 1 holographi es, apprécieron lIe méri le peu 
commun de la publicalion du sava nL danois , 1 on 
sculcll1 r nl il il fallu déchiffrel' iL la loupr , leUre 1 a l' 
IcLLre, un Lexle so uvenl pcu li sibl c, l'eco nsliLU CI' cl cs 
fi gurcs à demi , fracécs, ma is M, lI eibr r )' Cl dù , Loul 
d'abol'd, rélablit' l'ordre pl'ofond émcnl lroublé des 
fcuill cls, qui , 10 1' de la 'cco nele uli li sa Li on du pa t' 
chcmin , onl Né pl ié cn deux - pOUl' les ramcncr 
de l'in-foli o a u formal in-q.o - el di spo é dans une 
s ucccs ion arbilraiI'e , Ajo ulon (IU C M, Beibcl' fT, 
dans cl es noLcs co n 'i ses, il l'eclifi é un gl'ancln ombl'c 
ci e bourdes manifes les du copi Le el indiqué som
ll1airemenl dan s quel QI'clre d'idées on pouvait 
combler le lacun ' fl'équen le, el cons idérable ' du 
lexle, Enfin , dans une lnll'odu cli on érud ilc, il n 
failrc orlir le ha ul inlérêl hi lorique el cienli 
Dque du nouyca u Tra ilé el marqu é ,11 lace c hL'o
nologique dans l'œ UYI'e el lans la pensée d'Archi
méde' , 

, Le Tra ité de la mé thode c, l sliremcnt pos térieur à l ,. 
QLwdrlltUl'e de la pl/ l'obole, Je s ui s porlé fL croirc q u'il cs t 
également pos tériour a ux LraiL('s D CI; Conoïdes el S ph ère "t 
Cylindre , 
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11 m'a emblé qu'une déeouvel'le de ce lle impOI'
lanc'e ne deva it pas rcsLcl' l'apanagc cxclu if d s 
savan L qui joignen tla connais anee du grec il celle 
des Mathématiques. Apr\ ' avoir, dans une commu
n icalion ù l'Académie des Inscriptions cL BelJcs
LeUt'cs, e 'sayé à mon tOUI' de déO'uger les ense igne
ments qui découlent du nouveau TnüLè pO Ul' l'his
loil'e de la Géométrie antique, j'en ai entI'epl'i, une 
tmduction intégrale, que jc place aujourd'h ui sou 
les yeux du public fraDeuis, gràce au libéral accu il 
du direcl UI' dc eette Revue, Cetle Lraduction élait 
pl'csque terminée IOI'squ'un géom \tt'e dano is hi n 
connu, IL n, ZeUllH'll , - l'hiHLol'ien ùes H cLions 
coniques ua ns l'Antiquité, - a fail paraître, dans la 
Bihliolhecll MéltllClIliItic8 dc Teubn l' (':2ï juÎl) j fl07 ). 
une Lraduction allemanùe du même doc umenL, 
suivie d'un commentaire Lrès inLéI'eH (Int. Quoique 
celle' publicatiion 'oil plus acce 's ible aux maLhé
maLicien que l'édition grecque ot'iginale, je Il 'a i 
paH cru deyoir pour cela renoncer à mon en lreprise. 
D'ahord parce quc tous le ' savants fl'ança is q ui s' in
léressent il l'histoire des l\laLhémaLiqu s ne saven l 
pas l'allemand; ensuiLe pal'ce que 1\1., Zculhen s'es t 
con LcnLé de traduire litLéral ment ce qui subsi te 
d u lexte original, Landis que je me suis ef1'orcé 
d'en combler, au moins pOUl' le sens, tou tes leH 
lal:une', grande' ou petites. J 'ai pl'O fi Lé, à ce t cfI'e L, 
de' publicaLion ' mêmes de M l , Heiberg et Zeulhen, 
eL dps con:eils de quelqups amis malhémaLicien , 
pal'lllÎ lesquels je me phli ' ù ('iter touL parLiculiè
remenl M, Roger Prévost , capitaine d'al'Lillel'ie. 

Je laisse à de plus ('ompélents le soin û'appréc ier 
quel accroissement la découverle de I. Heibel'g 
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apporte à nolI'c connai ance de l'h isLo ire de la 
Géomélrie anlique el du génie d' l'chimède. J e leur 
lai 'c aussi la lûchc piuliculi è remenl déli calc dc 
caracLéri cr la val ur de celle « mélhod c » donl 
Arch imèdc s l s i Dcr, el qu'il n'a pas cru devoit, 
gal'çlcr pOUl' l ui. 11 me suffira dc fairc l'cmarqu cr', 
aprè, lM. Zculhcn eL Painlevé, quc ce lle méLhode 
con is Le essc nLicllell1cnl: 1°àdèlc rmincrccque nou s 
aIl clon ' aujourd'hui le « mom enL » s Laliqu d' un 
corps (pal' rapporl il Ull pla n fi xc ou unc droile fixe) 
pLU' lu subdiv i.sion dc 'e CO J'P . a u moycn d 'u n nombl'c 
infini de plans paruJlèle ' ; ';20 à lirer n ' uiLc d' 
l' écfual ion d ' \quilih l'c la connai ssancc d u vo lulll c 
(ou dc la s uda 'c) ou la délcrminalion du cenlre de 
graviLé' . Sans doule, ni le nom ni la nolion m(\mc 
du « momenl )) nc sc l'cnconll'cnl so us la plumc d 'A 1'

chim ède; ma is il es l fa cile dc voir qu' lc corps 
donL il s'ag iL de dé lenniner lc volumc eslloujolll'i:; 
lc quolienl du momenL du corps a uxiliaire par un e 
con lanle . Rcmarquon s en COl'e qu c des plans paml-

• Pour micux pL;écisel' , Archim ède co upe le vo lum e CO Ll

sidéré en Iran Il es pal' des plan ' paraUèl s, e t co mpare une 
sec ti on quel 'o nque à la 'cc ti on fa ile par le même plan 
dam; un aul rc co rps dé termin6, de vo lullL e co nnu. Il 
chercbe ensuile à déteL'luiner sur un e droile deux egm enl ' 
contigus proportionnel ' à ce deux sec ti ons : aloI' , il con
sid ère cette re la tion C0 Il1111 e l' équa tion d'équ ililJre, pal' 
rappo rt à un point, des deux volum es élém nta ires (co rps 
oludié e t CO l'p ' de co ml ami on) su!'pendu s aux ex lrémil s 
de la droite. ï le bras de lc \' ier CO ITcspond an t au " olulLl e 
c ludh· e t co ns la nl , ('e lle équ a ti on rI 'éf]uiJibrc donne le 
vo luLll e cherclL ù. Si , au co nlraire, le volum e étudié cs t 
connu , ct que cc so it le bras de levicr eO ITellondant aux 
cleLlI enls du co rps de (,() II1[lara i ~on qui so il l'on lanl, 
l'équa tion d'éC]uilibre donne la dé tc rnlin a tion du centre de 
gral'ilé du corps étud ié. 
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lèles d ivi 'enl un corps en un nombre inDni de 
volumes élémentaires ùe hauteur infiniment p t ite, 
Ce volumes élémen lair'es, Archimède les a imile 
crûmen l à des plans (comme ailleurs il a imile des 
surfaces élémenlaires il. ùes droites), et , d'une rela
t ion d'équilibre enlre deux sections pla ne homo
logues de figure de même hauteur, placée d'une 
façon convenable, il conclut à l'équilibre de 
volumes de ces figures elles-mêmes, co nsidérées 
comme la omme de res sections , 

Archimède a conscience du peu de rig ueur de ce 
procédé, et c'est pourquoi, dès qu'il a découvert 
li ne relaLion pal' celle méthode, il s'a.Lta.che li, la. 
démontrer pal' une méLhode d'exhau ' Lion rigou
l'eu e, où les volumes élémenlaire onL Lra ités 
comme L l el le corps con idéré comme la. l imiLe 
commu ne d'un c éric de solides élémenk'lires in s
crils et circon cri ls, dont la différence peut être ré
duite autanl qu'on yeul. Mais en réalilé, comme 
le diL M. Heiberg, « la méLhode d'Archi mède es t 
identique avec le ealcul in tégral » ou, plus exacLe
ment, con litue un e méthode d'jnJégration. Cette 
proposiLion a été con testée, parce qu'on 'es t attaché 
à la forme du raisonnement plutôt qu'au fond ; mai 
nous croyon que, plus on approfondira laqueslion, 
plu on se convaincra que celte ass imila Lion est 
exacte et qu'Archimède Il été, sans le savoir eL an 
que ceux-ci s'en doutassenl, le vér itable précUl'seur 
de Leibniz eL de 1 ewLon. En ce qui co ncerne le 
concept du « moment mécan ique )), le rapport est 
encore moins dOllleu x. En effeL, la « méthode méca
nique» , considéraLions infin itésimales à part, est 
déjà employée dans la Quadrature de la parabole, 
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Tra ilé cp nnl! cl é ludi é dès la Renaissance : 'ur ce 
poinL, en lre la lh éo l'i e d 'Archimèd el la Mécan iqu e 
moderne, il y a donc eu non pa " r enconlre forLuiLe , 
mai iniluence direc le el fllialion incon lc ·Lable. 

Théodore Reinach. 

l oti/. - La traduction ci-après serre le texte du plus 
pl' possible; toutefo i , j e me sui s permi . de remplacer 
en général le raiso nnement n langage ordinaire SUl' 

les proportions par la notation algébrique actuelle, qu i 
parle plus vite aux yeux ct à l'esprit des lecteurs mathé
maticiens. Les Ogul'e ( 'auf 1, 5, 11, 12, Hi et les der
nières depui 18) sont celles de Heiberg, c'est-à-dire 
d'Archimède. Le crochets [] signalent les parties 
perdues que j 'ai restituées par conj ec ture; les paren
thèse ( ), les mots que j 'ai ajoutés çà et là pour plus de 
clarté. 



ARCHIMÈDE 

DES TH~ORtMES M~CANIOUES 
ou 

DE LA MÉ1HODE 

(EPJIOD1QUES) 

( PRÉAMBULE) . 

Archimède à EraLosLhènc', saluL. 
Je L'ai enyoyé précédemmenL le énoncés de 

quelques-uns des Lhéorèmes que j'ayais découverLs, 
eL donL je L'ÎnYÎlai • à Lrouyer les démonsLraLions, 
que je ne Le donnai pa pOUl' le momenL. Voici 
quel éLaienL ce énoncé ' : 

1° i, dans lIll pl'i me droit à hases ca/'-

• Erato thène de Cyrène (environ 275-195 av. J .-C.), célèbl'e 
polygraphe - gmmmairien, géographe, chrono logi te . 
mathématicien, ph iloso phe, poète didactique - pl'itle pre
mier le litl'e de " philologue" et fut sunol1lm é " B6ta " 
(deuxième lelll'e de l'a lpbabe t grec), parce qu'i l é tait le 
second dan toutes les bmnchcs s péciales de la co nnai -
sance. Il fut longtemps admini s lra tem' de la Biblio th èque 
d'Alexandri e. 

• yci~E_O: EudG1<"_, express ion s ingulière. J 'adopte l'inter
prétation de Zcutllen . 

• Les énoncé de ces deux théoremes so nt cités en abrége 
pal' IIél'on, .1h'lriqUt·., (éd . Schllne) . p. 130. 
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r ées', Oll inscrit un crlindre - arantles hases ins
crites dans celles du pri me et la surface lutérale' 
tangente li ses faces la/éraIes - el qu'on nJt'ne un 
p lan par le cenlro d'uno des hases et un cô/ é du carré 
opposé, ce plan détachera du cylindro un egment, 
limité par le plan SPCflnl , le plan de base et une 
portion de la surface cylindrique, dont le j'olume 
sera le ixième de celui du prisme enlier; 

20 Sil on inscri 1 dans Illl Cl/he 1/l1 premier cyli ndl'e, 
ayant les bases inscrites dans deux facc oppo ées 
du cube et la surface la térale tangente aux quatre 
aU/l'es faces; puis un second cylindre, ayant les 
bil ses inscrites dans deux au/l'CCi face oppo ées et la 
surn/Ce latéralo tani/onte aux quai re restantes; le 
vo lume formé pal' J'intel' ection des deux sur/aces 
crlindriques et commun aux deux crlindl'es vaudra 
los deux tiers du cuhe entier, 

On yoiL que ('es lhéol'ènlf's oul d'une lo uLe a uLre 
e pèee que ceux que je t'avais précédemmenL com
muniqués :1 , Dans l'eu -là, en effeL , je comparais, a u 
poinL de yue du volume, des ligures d'ellipSOïdes ou 

• Le lexle dil " il bases redaugulail'es ., (1ta.pa.i.À"I)).oy~ a.tJ.tJ.o~ 
(1 presque conslamnll'nl le sens de rectangle chez Archi
mMe,; mais la suite prouve qu'il 'a~it bien de calTés. Au 
li eu do pl'i~me, 110U tlil'Ïons p81'alléllpipède (plus (,o l'reclo
menl : pal'aJ/élépipM/'), Jllai ce terme, dêjil elllployé par 
Euclide, n'esl pas usité pal' Archimède. 

• Archimède dit : " le: cOtés., 1thu~a.(). 
• C'e l-à-d il'e les thtiorèlllCs SUl' le vo lumes des conoïdes 

(parabo loïdes) el ~]lhéroïdes (ellip oïdes) . Arc himèd e avail 
également comllluni/[ué ces théorèmes (ou du moins ceux 
SUl' les paraboloïdes à l'astronome alexandrin Conon; 
aprè la morl de celui-ci, il en envoya les démonstrations 
il Dosilhéos, élève de Conon, dans le Traité (conservé) 
li ,,?, J<I"YOEISiwy y.a.l Gl'a.lpO .. ~ÉWv, 
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de pnrabolo'j l s' de r éyolul.ion el dcs segme nLs de 
fl ourc de c genre à des cônes el ù, des cylindres ; 
mai jamn i, j ne LrOllnü qu'une fi g ure pareille fûL 
équivalenLe ù, un solide délim ilé pur de, plan " , Au 
conLraire, dan . le ca actuC'l,j' a i lrouvé que chacun 
dc deux yolum e co ns id érés - co mpri enll'e deux 
plun el de lll'face cylind riqu e. - esL équi,'alenL 
ù, un olide compri s cn Ll'e des plans, 

J 'a i rédigé dans le présenL liue el je l'envoie le 
démonsl l'alions de ces deux lhéorème ,Mai Le 
voyanl, comme j 'ai co uLume de 1 d ire, savant 
zélé, philosophe disLing ué eL grand admit'aLeur des 
[recher ches malhémaLiques a], j 'a i cru de\'oir y 
consigneI' égaleme nL eL le comm uniquer les par Li
cula l'ilés d'un certai nc m éLhode donL, unc foi 
maiLre, tu pourL'as prendl'c lhème pour découvrir, 
pur le moyen de la {écan iqu e, ce l'la i nes vériLés 
mathématique " J e me pel' uad , d 'a illeuI' 1 que 

t Je subs tituc, pOUl' plu s de cl tu'lé , le mol ellipso ïde (de 
r évoluti on) ù celui de" pbéroïde" empl oyé pal' AIThim ède, 
el de même pllraboloïde (de ré\'o luti on) à " conoïde n , 1\ 
faul dire toutefois que les lerme d'Archim ède so nt pIns 
expressifs qu e les nô Ires : le co rps formé pat' la rotation d'une 
ellipse l'essemblo il une sp hère, c t de lil le n om sp iJ él'oïdc; 
de m~me le 'Ol'p, en O'endl'é pa l' la rolation d'une parabole 
r essemble il un cône, 

2 Cc que nous appelons un polyèdro (lerme inconnu des 
an ciens), 

3 Id un mot illi s ibl e, ~l. lI e ib c"l:~ m'éc l'il qne les res les 
des clU'lldèrcs ne perllIettcnl pas de suppléer le llIol iJ. "" O~ iJ.2"" 
(les Ill athématiques), On remal'q ll era le Ion légè rcmenl pro
lec teul' donl Ar(' him ède (né (' n 2~ï) s'ad l'esse il El'Il.los lh êne, 
on radel d'lI nl' douzaine d'année" 
, Voil à hien la définition de la mélhorle cxpo ée ou 

p lulOI excmp/J1icc dan le pl'(' enl ll 'ailé , La considél'a tion 
des infinim enl pe tils el leur so mma ti on ne ont ([u'un des 
pl'océdés dc ce lle m éthode, 
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celte mélhode n'est paf; moins utile pour la démons
tration même def; théorèmes. Souvent, en elTet, j'ai 
découvert par la Mécanique des propositions que 
j'ai ensuite démontrées par la Géométr ie - la 
méthode en question ne constituant pa une dé
mon tration véritable. Car il e t plus facile, une 
foi f; que par ceLLe méthode on a acqui une cer
taine connaissance des question, d'en imaginer 
ensuite la démon. tration, que f;i l'on recherchait 
celle-ci san aucune notion préalable. Par la même 
raison, les théorèmes don t Eudoxe' a le premier 
découvert la démonf;tl'ation, - à savo ir que le cône 
est le tier du cylin dre, la pyramide le tiers du 
pri sme qui ont mème hase et même hauteur. - il 
[aut en rapporter une bonne part de mérite à Démo
crite" qui le premier a énoncé, sanf; démon ' tra
tion, le proposition relat ives à ces figures. 

En ce qui concerne auss i ces théorèmes', que je 

• Eudoxe de Cnide, rélèbrr a~ l ronome el géomè lre (108-
355 av. J .-C.), élève d'AI'I'hylas el de Plalon. Xou savions 
déjà. par Archimède (l, 4; Il, 296, lleibrrg' !fu'Eudoxe avait 
Je premiel' scienlifi({IlClIlenl élabli les lhéorème en ques
lion, en se fondanl sur le po tulat (aussi employé pal' 
Euclide et Archimède, Sflh~r~ ct cyljndJ'c, jnit.) que toute 
grandeur donnée pellt Î'll'C Ulullipliée un nombre surfi ant 
de fo is pOUl' dépasser nne anlrc gl'Rndeu l' ùonnt'e. 

• Démocrile d'Abdère (~,;0-310?, Je célèbre philo ophe, 
qui e vantait ùe son habilelé dans les conslmr li ons géo
métriques . Nous avions pur nn lexle de Plnl<u'que (Con
tre les sto/cien.<, 39) que Démoc rile s'était occupé des scc
lion d'un cône parallèles a sa base, Olai nons igno l'ion 
ab olu mcnt - et Archillll'cle, dans on Traité . pllpre et 
cylindrp, probablement antl'rieur à notre livl'e, pal'ait avoir 
ignoré lui.· mî'me - qu'il eû t énoncé les deux théorèmes 
d'Eudoxe. 

J J.,e tex te dit : " ce théorème >J, peut-être, comme me le 
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publie auj ourd'hui , j'en ai failla déco uver te d'abord 
[par la méthode mé an iqu e. Aus i cro is-je] devo ir 
nécessairement L'expo. r ('elle méthode, et cela pour 
deux raisons: d'abord, puisque j'y ai fa it allu
sion ailleurs', je ne voud ra is pas être accusé par 
quelque - U ll . d'avoir parlé en l'air; en. uile, je ut 

convaincu que ceLLe publication ne el'vira pa 
médiQcremenl nolr e science . Car, a sUI'ément, de 
avants ac l uels ou fulurs , par le moyen de ceLLe 

méthode que je va is exposer, seron l mis à même 
de découvrir d'autres théorèmes que je n'ai pa 
encore rencontrés sur mon chemin. 

Je t'exposerai donc, en premier li eu , la première 
proposition q ue j'ai déco uYCr te par la féranique : 
« Tout segmen t de parabole' vaut u ne fois el un 
tiers le tr iangle ayant même ba e et même hau
teur » , ensu iLe toutes les autres propositionsdécou
ver Les par la même méthode . A la fin du l ine j'ins
crirai les [ démo nstrations] géomé triq ue, ... 3 . 

fait ob eryer M. R. Préyost, parce que le econrl théorème 
n'est, au fond, qu'un corollaire r1u premier. 

, Nolammenl duns le truilé Qum/raturc de 1,7 parabol e, 
dédié à Dos ilhée, où i l est dil ([ [, 29", ll eibel'g) : « Je L' envoie 
un llléor me in('dit de Géomél,'ie, que j'ai découyc,'l d'ttbord 
pal' la ~Iécaniqllc . en uilc démontré géoméll'iquement. " Lu 
démon tration qui uit es l mi-partie mécanique (n08 6-1.6) 
mi-partie géométl'ique. 

• Archimèdc (lit loujours, au lieu de " pal'aho le " (lermc 
introdu it u n pCll plu' tard pa" Ajloll oniu de Perge), « une 
cc tion de CÔ ne rec tangu laire ". c'e t-à-dire la sec ti on pl'O

duite, par un p lun pe"pendiculuil'e à une .génél'atl·ice, dans 
un cône donl l'angle au so mmel yaut un droit. 

• Ln phru e élan l incomplète, on ne sail pa i Archimède 
'engageo.il à donnel' à ln fin du 1 iyre les démonslrn.l ions géo

méll'Ïques de tUlltcs les p roposilion (tell e es l lï nle"préto.
lion de Zentben) ou seu lement des deux pl'incipo.les . Il 
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1. i l'on [rell'allChe une grandeur a d' un e: au Lre 
grandeur A n'ayanL pa le même centre de gravil , 
le centre de grayiLé de la grandeur res lanle b , era 
situé sur la droile qui joint le deux autre cenlre , 
prolongée dans le st' ns du cenlre de A; eL l'on 
obtiendra la d i lance du cenlre de h au cenLre de A] 
en prenanL une longueur qui soit par rapporL à la 
dislance des cenLre de A eL de a, comme le po id 
de a est au poid de li '. 

semble probable I[uïl fauL y ajouter en Lout ca ce lle du 
théorème 1er (voit' la fin de ce lhéorème) . 

• Les proposi tions qui suivent, données san au tre expli
cation, sont presque loules des lhéorèmes de ~lécanique 
élémenlaire; plu ieurs sont démontl'ées dan leTl'ailé d'Archi
mède qui nous es t parvenu sous le lill'e " Eq Ullibl'es des 
plan ou centres de gravité des plans, livre t » ( 'E7t<7tièlJl' 
laoppo7tta. Yi "i"Tpa ~ap",' È7t.1tÉowv , 0. 'j, dans l'édilion de 
Heiberg, Il , 142 suiv. i\ous le ci terons ain i:" Cenll'e de gra
vilé, 1 >J. Ce t ouvrage (mai' non le livre Il du mt'me Trail') 
es t sÛl'ement antériem au pl'ésent Traité. 11 es t possible qu 'il 
faille l'identifier avec l'ouvrage eité ailleurs (!.juill/r. pa.ru/; . 6) 
sous le litre de lYJy.ot,,"<,ci ou ous celui de !:Toly'Eta T';'V 
IJ.YJ.<otVlX",V (ainsi cité dans le texte nouvellement découvert 
des Corps nottants) . 

• Ce Uléor 'me (Contres do grul' ité, 1,8 = Il , i61 ITe ib .) e L 
une conséquence nécessaire llu principe fondamenta l (ibid., 

l , 6-1) que, lorsque 

AI t j ~~~~o ~~~d~U;' un: 

E
- · ~ '. -r --z grandeul' totale, les 

trois centre de gra-
vité ont S Ul' une 
m,;me droite, que le 
cenlt'e de la gran-

Fig. 1. deur co mposée div ise 
en segments inverse

ment proporlionnels nux poids des co mposantes. D s lors 
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Tl. Si les centres de gra vité d'un nombre quel
conque de grandeurs so nt s itués s ur une même 
droi Le, le centre de gravi té du sys tème Lotal sera 
égalem ent itué sur ce lle dr oite ' . 

Ill. Toute droite a pOUt' ce ntre de gravité le point 
qui la di v ise en deux parti es égale ' . 

IV . To ut ll' ia ngle a pour cenLre de gravité le 
poin t de renco ntre de se m édianes 3 . 

V. TOuL par allélogramme a p our centre de gra
vi Lé le poi n L de l'en con tre de ses diagonales' . 

VI. Le cercle a pour centre de gravité son centre 
de nglll'e. 

V li. Tout cyli ndre a pour centre de gravité le 
point milieu de on axe. 

VIII. Tout CÔne a pour centre de gravilé [un 
point s itué sur la droite menée du ommet au 
centre de la ba e et qui la div ise el1 deux segments 
dont celui qui pa rL du sommet est] triple [de l'autre]·. 

(ng. 1), s i dc la g randeur AB (centl'c r ) on l'e lranche la grnn
deur A~ (ccntl'e E), le ccntre Z dc la gmnde ui' res ta nte ôB 
es t p lacé de telle sO I'le qu 'ou a it: 

zr poids Aô 
fE = po ids ôB' 

, Cf. Centres de gravi té, 1,5 et cOI'o llai res (11 , 149 et suiv. 
He iberg). 

• Ccn tJ'es de gravi té, J, 4 (II , H6). 
, l'lo t à m ot : « le point où se rencontrent les droites 

menées des sommets du triang le au milieu des co té oppo
sés . " Cen/I'es de gl'al' jté, l , H ( LI , i 3). La dém on h'a ti on 
(1,1 3) J'cpo e UI' la décomposi tio n du tria ng le cn uue somm e 
de rectang l e . 

• Con tl'C de gravité, l , 10 (11 , 16"). 
• Nou s nc possédo ns pas de dém on [ra ti on par AI'chi01 ède 

de ce LLe PI'oposi tion . 11 est proba bl qu'e ll e s'é tab li ssait: 
10 eu dé tenninant le centre dc grav ité d'une py l'a01 i le 
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[Les propo. ilions] ci-dessus [onL élé précédemmen t] 
démonlrées; [on y joindra la u ivanle do nt ][\. dé
monslralion est facile] . 

IX. [ELanL données deux séries de grandeurs 
A,A.A •... , BB,B.B •... en même nombre et leHes q ue 

le rapporL de deux grandeurs de même rang so iL 

A A, ~\ ] . . d conslanL B =jf = H' " 'SI loulou parlIe es 
, . 

grandeur A sont dans des rapporls quelconque 
avec des grandeurs CC,C, ... el si les grandeurs B de 
rang corre pondanl sont ]'especliYE'ment dans les 
mêmes rapports avec d'autres grandeur DD,D ... , 
la somme des grandeurs A sera à la somme des 
grandeur C considérées, comme la somme de 
grandeurs B il cellr dps grandeurs D correspon
danLe ' . 

[
:!: .\ = :!:BJ 
l:C !OU ' 

triangulaire: 20 en passant de là fi une pyramide polygo~ 
nale: 30 l'n considl'rnnlle l'onc comme la limite vers lae ruelle 
tend une pyramide inscrite quand on augmenle indéfin i ~ 
men 1 le nombre cles c()\és. 

, Ce lemme esl la proposilion initiale du 'l'mité elil 
Des conoïde et piléroï'}/'s l, 290, Ileib. ). 

P 
. C DCA l ' C, A, 

Ulsque Â = li' ou ï) -ïï = m, el (e m"me o;=ll,= m, 

'd :!:C l:A d, . !:A 1:B 
elc., on a éYl emment : !olJ = l:B' ou ~C = !:D' 

. 'ot.re lemme peul ~h'p appliqué el rétnit ans (Ioule 
dM" le texte intt'I(I'AI ("'S ù{'/'Iliel's théorèmes) pOUl' passel' 
de la con. tatationcle l'l'<)uilibl'e des sections AA,A .... CC,C ... , 
délel'minées par des )II ans équidistants dans un volume \' 
el dans un VO IU01!' auxilioirc \V, iL réquililJre ùe ces vo lu mes 
eux-010mes. Considél'UIlS, en effet, 1eR sections A comme 
les IJn es de prismes Clémenlaires BB,B .... dont ln somme 
enveloppe le volume V; el de 010me les sections C comme 
les bases de prisme~ élémenlaires DD,D, ... dont ln somme 
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(TUÉOHÈME 1er)'. 

Etant donn p' un segment de parabole ABf (fi g. 2), 
si pal' Je milieu il de la cordo on mène' le dia
mètre IlE qui coupe farc en B el qu'on joigne BA, 
Br , la surface du se[J/JJPl1l ABf vaut les /j·/ 3 du 
t l'iun[Jle A Br. 

Ienon AZ parallèle au diamètre, et la tangente 

enveloppe le volume W. &i m t l'équidistance (c'c t-n-
dir'e la hauteur des prismes), on a éviclemment : 

B mA A B, A, l:B l:A 
0 = ",C=C' o;=c,' etc.; ùonc : ~D = rc' 

Res te à pas el' des co rps enyeloppants (~B. l:D) a llx 
volume Y, \\' e llx-ml?mes : c 'e t ce qlle rait Archimède en 
s'appuyant Si ll' le postulat d' Eudoxe cité p lus haul. p. 915, 
note 5. [Le conlenn de la note q" 'on vient de lire m'a été 
s uggéré pal' ~1. H. Prévo 1.1 

1 L'énoncé de cc théorème c 1 cité par IIl' ron, JI,;//'ifJ!/I's 
(éd . chamel, p. 80.11 c t 8/,, '1 t. Sa dé!1lonslntlion comp lète 
fa itl'objel du Trailé (,mtérieur a u n(\fl'c intitulé Q"""/,,,tll/'O 
de l" pa/'abole (II , 29', suiY ). Archimède J' distingue (prop. 14 
e t 15) uivant que le diamètre es t perpendiculaire ou n on il 
la base du segment, m ais la solution es t la m ," me dan s les 
deux cas. 

• l\I. il m. : " so it un segment ABr co mpris enll'e une 
dl'oite Ar et (une partie d') une seclion de co ne orthogonal 
ABr ... ., 

• Archimède dit: • un e dl'oite parallèle a u diamètre ", 
entend a nt pal' ,./Jnll1i-trr l'flXP de la pambole. AilI eul's, il 
appelle diamètre d'LlO segment curviligne la droite qui divi e 
en deux palties égllle toules les cordes parallèles à la ba e 
du segment CO /lfllt/C .• , 3: 1,302, lI eib. ). J 'a i CI'U pllls c la il' 
d'adopter' ici ce lle tcr'minologie, conrorm e li J'u sage mod er·ne . 
On sait, d 'aill eurs, que tOtl les diamèlres de III parabole sont 
parallèle li l'axe (Houc!IIi e t COM8FIIOUSSE: Géométrie Clémen
taire, nO 1031). 
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rz à la courbe. Prolongeon fB jusqu'à a ren
conlre K avec AZ, el, au delà, d'une longueur 
K0 = KI'. Imaginons que r8 oil un leyi e l" il anl 
pour point fixe son milieu K. oil enfin M2 une 
parallèle quelconque à ~E. 

Puisque rz esl une tangente à la parabole el r 

z 

Fig. 2. 

une corde conjuguée 2 (du diamètre B~) , on a 
EB = B~, cal'ceci est démontré dans le E lémenl • 

t Al'chimède d it: un fléau (de balance. 
• Le grec dit "" "E'tC'1'~É wç 'sous-entendu "o:t1jY!J.Év~). Le 

sens de. ce tel'llle es l hien marqué pal' de~ pa sRge comme 
I l ,230, lIeib. 

• C·e. t-à-dil'e dans les ouvrnge élémentaires SUI' les 
sect ions conicllles comille ce lui d'A I'islée l'Ancien, cité pl1l' 
Pappu ' (CANTOII: Vorlesullyen uueI' (jcs" hichtc dc/' Mathe
matlk, l, 232) rt l'em pal' Euclide. Ce l ou \Tage es t pe l'clu , 
mais notre lhéorème (énoncé QuadI'. fh1/'l1b. 2) es t démonlré 
pal' Apollonius: COlliques, l , 35 (p. 105, I1eib.). 
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On a, dès 101'5, - ù cau se des parallèles ZA, 1Z, 
E6. : - 'l ' = NZ, ZI( = KA. 

D'aulre pnrl , on a : 

(1) 

car ceci a élé démonlré dan un lemme' , 

, 0 parlage MZ comme Z partage Ar. Celle pl'oposili on 
s'é lablil [aci le lll enL en s'appuyan l Ul' la pl'oJlri éLé de la 
plll'abole l'll pp urtéc il une la ngenle c l au di a mètre con-

v' jugué : 'x = conslan te. Pl'cnons r pOUl' origine et pO Ul' 

axes des cool'd onnés la langenle rE e t la parall èle au dia' 
m tre IJl enée pal' r. 

AZ OM . AZ fZ ' AZ rz 
On 0. rz' = rM' ou (1) OM = ni' ; or: (2) :::~I = r~I ; 

divi .on membre il membl'e (1) e l (2 ) : il vienl (3) ~~~ = ~\~ 
= ~:~, c'es L,iL- dire : 0 parlage 1\IZ co mme ::: pm' lageAr. 

En parli culi er, .l élllnt L"ll iliell de la cOl'de Ar, le so mmeL B 
du dia mètre conjugllé era le mili eu de ~E (démons tra tion 
de la (lropo ili on EB = B~ , pIn s s imple tlue ('eUe d'Apol
loniu s). [Démon tra tion com muniquée pa r R. Prévos L. ] 

Arcbim ède, dans la Quadrature de la parahole (§ l, et 5), 

(
Ar M:::) obti enl ce lle relotion A::: = 0::: par un cal cul un peu plus 

long. li éCl'it le l'app ort du ('(UTé des ol'données aux ab cis es 
en les l'apI OI'lan l à la tangenle en B eL au diamèll'e con
jugué. ' o i l O"p la parallèle a la base du segmenL : 
B.l A.l ' .lI" lU Br ôf 
~ = _ . = _ . en remplacanl - par - ct - par 
B" On' :::.l" . Brr Bp' :::ù 
BI' . . Br Br' . Br Il T BI' + BN rN 
BN ' li vlenL : B? = B~" ou . Ii! = Bp = BN + Bp = P 

BI' .lr l" N::: . 
Rempl açons de nouveau UN pal' .l::: cL p par '0; il 

. 41' N::: 2 .ll' 2N::' 
vlCnt : S.l = lu ou al' -:::a ::: _ NO ' c'es l- iL-dire 

Ar M::: 
A::: = O::: ' 
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C rA rK d ' , 
omme AE = K' on peut onc écnre aus '1 : 

et, pui 

(2) 

fK 1\1::: 
r= :::o' 

qu'on a. pris Ke = rK : 
Ka M3 (' ) 
lL"i- :::O' 

Transportons EO en TIT, avec 0 pour milieu 
c'est-à-dire pour centre de gravité [Lemme III]. De 
même N sera le centre de gravité de la droite ME 
restée en place, Comme K esl le poin t fixe du 
levier, on voit que, à cau e de l'égalilé (2) , 1 
droites TIT (= 20) el ME e feront équilibre par 
rapport à ce point fi . e, pui que les di lances de 
leur cenlr s à ce poinl sont inver emen t propor
tionnelle à leurs longueurs (c 'e l-à-dire à leurs 
poid ), K era donc le cenlre de gravité de leur 
poid composés, 

Il en era de même pour toules le parallèle 
menées au diamètre à l'inlérieur du triangle ZAr : 
la parallèle, restant en place, fera équil ibre à a 
porlion compri e dans le egment, supposée tran -

• Jusqu'ici la marche de la (lémnnslralion concorde à 
peu prèS' avec celle de la pl'cmière démonstration (méca
nilluel donnée dans le Trailé dc la Quadl'oture de 111 jJorl/hole , 
A partir de l'e point, ellps diYergent. Dans ce demier Ttrailé 
§ 6-17" Archimède décumpo'C le segment, pnr des paral

lèles éqllldistantes cl un fllisceau de droi les lirées de r , cn 
deux séries de trapèzes, l'une l'nveloppée, l'autre envelop
panle, el il monll'C ,en s'lIJlPuyunl sur des lemmes méca
niques) : 1° que le tr'ÏlUlg'le ZAf cst plus grand quc ll'oi fo is 
une de ces séries ct plus peUt que tl'oi fois l'nu ll'cj 20 que 
la diU'érence entre ces deux séries peut être plus peUle que 
toute valeur donnée, 
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por lée en 0, et le centre de gravité du couple sera 
toujours le point K. 

La somme des parallèle en question, c'est l'aire 
du triangle fAZ; la somme de leurs portions sem
blable à 0=:, interceptée par le segment, c'est le 
segment parabolique BAf. Donc au total le triangle 
ZAf, restant en place, fera équilibre au segment 
entier transporté en 0, et le centre de gravité de 
leur système sera K. 

Prenons ur fK le point X tel que fK = 3 KX : 
Ce point (étant au tiers de la médiane fK et par 
conséquent au point de rencontre de 3 médianes) 
sera le centre de gravité du triangle fAZ, comme 
cela a été démontré dans les Equilihres·. Comme 
le" triangle fait équilibre par rapport à K au seg
ment, transporté au centre 0 (le di tances de 
leurs centres de gravité au poin t fixe sont inverse
ment proportionnelles à leurs aires) : 

lr. Azr 0K 
egm. ABr = li = 3. 

D'autre part, le triangle fAZ est quadruple du 
triangle ABf à cause de ZK = KA, At;, = ~f; donc 
finalemen t : 

segm. ABr 4 (') 
lI'. ABr =3 ' 

Ce qui précède ne con titue pas une démonstra
tion (complète)·, mais suffità donner à la conclusion 

, Centrcs dc gravité, J, 14 el 15 (p. 186, 3) ; supriJ. 
lemme IV. 

S Suivent les mols incompréhensibles : " Ceci sera 
clair ... " 

, Ce qui ohiU'onne le rigorisme d'Archimède, à mon avis, 



32 DES TIIÉORÈMES MÉC,\NIQUES 

une apparence de vérilé, Voilà pourquo i, voyanl 
d'une part que le lhéorème n'élatl pas (complèle
ment) démonlré, suppo anl d'aulre parl la conclu
sion e",acle, j'ui lrouvé une démonslralion géomé
lrique que j'ui publiée précédemmen l ' et que 
j'ajoulerai plus bas en appendice 2 (?) 

(TUÉORÈME II) , 

1. 0 Toute pl1èl'e est quadruple du cône qUI a (l11e 

hase égale à un grand cercle' et une hauteur 
égale au rayon de la spilère; 

c'e t : 10 l'in trusion de la Mécanique dans une que lion 
purement géométl'ique; 20 le procédé abréviatif qui con is te 
à con idérer une aire curviligne comme une somme de 
droites cc pesantes " et à conclure de l'équilibre, deux â 
deux, des portions de parallèles interceptées dans le 
egment et le triangle ZAr, à l'équilibre des aires du 

triangle et du segment. On voit que, SUI' ce point, je ne suis 
pas entièrement d'accord avec i\!. Painlevé, 

• Archimède paraît n'avoir en vue ici (e! ceci confirme 
l'opinion exprimée dans la note pl'éeédente) que la démons
t ralion purement géométrique qui forme la deuxième paltie 
de la Quadl'nture (§ 1.8-2/.), Elle repose SUI' le théorèm e que 
le diamètre mené du milieu de la base au sommet du seg
ment vaut les 4/3 de la parallèle au diamètre menée du 
quart de la base à l'arc, On démontre alors faci lement que 
le segment peut se décomposer en une série de triangles de 
plus en plus petits, ayant tous leurs sommets SUl' l'arc, e t 
dont la somme a pour expression (i étant le triangle initial, 
qui a même base et même sommet que le segment) : 

1 +1 + Gr + Gr,··, série dont la somme est~ . 
• T<i~OI-'EV, leçon douteuse de Heiberg. Ricn nc prouve que 

la démonstration en question figurât réellement à la 
queue de notre traité. 

e Archimède dit : « Le plus grand cercle de la sphère !l. 
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2° Le cyiindl'e ayant une hase égale à un grand 
cer cle et une hauteur égale à Ull diamètr e de la 
sphère équivaut aux 3/ 2 du volume de celle-ci. 

oit ABr~ (fig. 3) un grand cercle de la sphère, 
Ar, B~ deux diamètres perpen diculaires; par B~ on 
mène un grand cercle de plan perpendiculaire à 

M ~I------~~~~~~~~~----~N 

1. : 

1 1 
r 1 

1 1 

1 1 
1 

E x .il z 
Fig. ~ . 

ABrtl et on prend ce cercle pour base d'un cône 
ayant on ommet en A. 

Prolongeons maintenant lu. nappe du cÔne 
jusqu'à sa rencontre avec le plan mené par r paral
lèlement à sa base : l'intersection era un cercle de 
diamètre EZ , perpendiculaire à Ar. ur ce cercle, 
avec l'axe Ar, construi on le cylindre EAHZ . Enfin 
prolongeons Ar d'une longueur A0 = Ar et consi-

3 
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dérons r@ comme un levier ayan t pour milieu 
fixe A. 

fenons une parallèle quelconque M à B~, qui 
coupe le cercle ABr~ en E, 0, le diamètre Al' en l:, 
les droite AE, AZ en II, P. Si, par cette droite M , 
on mène un plan perpendiculaire à Ar, il coupera 
le grand cylindre suiyanL le cercle 1\1 , la sphère 
suivant le cercle :::0, le grand cône AEZ suivant le 
cercle TIP. On a (par identiLé) : 

rA X AI = l\Œ X I n, 

pui que l'A = M~ et Al: = 1:11. Mais (dans le 
triangle rec tangle A:::r) on a : 

AZ= rA Xil. 
Donc aussi: 

MI X In = A:=:2 [= :::l' + JŒ2] = ~2 + In'. 

D'autre part, on a (toujours par identité) : 

rA MI 
AI= l:n· 

Remplaçant l'A par so n égal A@et mulLipliant les 
deux termes du second membre par M1:, on a: 

A0 U;2 
AI = Ml: X In ' 

ou, en ubstituantla valeur de M1: X l:f1 trouvée 
ci-dessus : 

A€l 
Al: = ~ + ~n' sot + 111" 

(Les aires des cercles étant proportionnelles a ux 
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carrés de leurs rayons ou diamètres, cette égalité 
peut 'écrire :) 

cercle M. A0 
cercle (lE + cercle II P = A~ . 

Donc , i l'on suspend au centre de gravité 0 les 
deux cercles 0:::, llP déterminés par le plan paral
lèle dans la sphère et le cône, ils feront équ ilibre, 
par rapport au point fi xe A, a u cercle M déter
miné dan le grand cylindre et res té en place 
(puisque les aires pesantes sont inversemen t pro
portionnelles aux dislances des centres de gravité 
au point fi xe) . 

On démontrerait de même que, pour toute autre 
parallèle à EZ menée à l'intérieur du rec langle AZ, 
et par laquelle on mène un plan perpendiculaire 
à Ar , le cercle déterminé dans le cylindre équi
libre, pal' rapport au point A, les cercles délel'minés 
dans le CÔne AEZ et dans la sphère, supposés 
transportés au centre de gravilé commun 0 , 

La somme des cercles délerminés représen te les 
volumes respeclifs du cylindre, du cône AEZ et de 
la sphère qu'il remplissent entièrement. Donc le 
cylindre, resté en place, équilibre, pal' rapport à A, 
le deux autres solides transportés au cen tre de 
gravité commun 0. Le cylindre a pour centre de 
graviLé K (milieu de l'axe et centre de la sphère); 
la relation d'équilibre donne : 

cylindre AZ = A0 = 2. 
cône AEZ + sphère A K 

En d'au tres termes : 

cylindl'e AZ = 2 (cone AEZ + sphère). 
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Mai le cylindre AZ vaut trois fo is le cône AEZ, 
donc: 

3 cÔnes AEZ = 2 cÔnes AEZ + 2 sphères. 

ou: 
cÔne AEZ = 2 sphères K. 

Comme le cône AEZ a rayon el hauteur doubles 
de ceux du cône AB~, il vaut 8 fo is ce dernier cône; 
on peut donc écrire: 

8 cÔnes ABIl = 2 sphères K, 

c'est-à-dire: 

sphère K = 4 cÔnes ABA . 

Menons mainlenant dans le reclangle AZ les 
parallèle (I>BX, w~n à Ar et considérons les 
cylindres I}>WnX, <!)'V ~B. Le cylindre <Il!! vaut 
2 fois le cylindre (J>~ , et ce dernier cylindre vaut 
3 fois le cÔne AB~, comme onl'a vu dans le E lé
meJ1ts '. Donc: 

cylindre <1>0 = 6 cones AB.l. 

Rapprochant celle égalité de la précédenle, il 
vient: 

cylindre <1>0 _ 6 cÔnes ABA _ ~ c r d 
sphère K - l, cones AB.l - 2· . q. . . 

Remarque. [De] ce théorème, par lequel on a 
élabli que loule phère vaul 4 fo i le cO ne qui a 
pour ba e un grand cercle el pour hauteur un rayon 
de la phêre, [m'e l venue] l'idée que la urface 
d'une phère vaul qualre grands cercles . C'est en 

• EU CLlDIi, XI l, :10. 
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eifeL une hypothèse vrai emblable que, de même 
que Lout cercle équivau t à un triangle ayant pour 
ba e la circonférençe et pour hauteur le rayon 
ain i toule phère équivau t (en volume) à un CÔne 
ayant pour base la urface de la phère el pour 
hauteur le rayon'. 

(TUÉOHÈME III) 2 . 

10 Le cyhndre ayant une hase égale au plus grand 
cercle cfun ellipsoïde de l'évolu tion S et une hauteur 
éga lo à l'axe de ce solide vaut les 3/2 de l'ellip
soïde. 

, Soil S la surface, V le volum e de la phère, R le 
rayon, C un grand cercle, notre théorème peut s'écrire : 

(1) 

, R 
D'après 1 hypothèse, V = X '3' ubslituant dan (1), il 

vient : 

S R C R 
Xr = 4X '3' 

c'est-à-dire S = 4 C. 
li faut ajouter que le texte e t incertain et qu 'on pour

rait traduil'e inversement: " L' idôe de ce th éorème ... est 
Dée de ce que lu surface d'une sph ère va ut 4 grand s 
cercle » . En effe t, dan le Traité De la spb er~ et du cyliD'lre ! , 
Archimède commence par étab lir longuement que l'aire de 
la sphère vaut 4 grands cercle (§ 33 = l, p. 'l37, Il eib .), e t 
de là il d dllit (§ 3'0) le théorème que le volum e de la sph ère 
vaut 4 fois le eône AB~. Pou,·tant Il eiberg croit et je crois 
avec lui que la pen ée d'Archim ède a bien uivi l'ord" e indi
qué au texte. 

• Cf. no cO /loid., pl'op . 29-30. 
• Archim ède dit: " un sphéroïde ». 
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2° Quand on coupe un ellipsoïde par un plan 
passant par son centre et pP/'pendiculai l'e ;l son 
axe, le demi-ellipsoïde ainsi drlerminr est double 
du c6ne aFant m(~mp. b,1se pt même axe. 

Soit l'ellipsoïde K (fig. /~ ) coupé pm' un plan 

Fig. 4. 

passant son axe suivant l'cUip et ABr~ , les dia
mèlre Ar, B~, le centre K; soil encore le grand 
cercle de diamèlre B~ perpendiculaire à Ar. 

Considérons le cÔne ayanl pour base le cercle B~, 

pour sommel A, et prolongeons la sUl'face lalérale 
ju qu'à son intersection, suivanlle cercle EZ, avec 

1 Archimède dit: « une seclion de cÔne acutangle ". 
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le plan mené par r parallêlemen t à la ba e; con -
truison aussi le cylindre ayant pour base le 
cercle EZ, pour axe Ar; en fin prolongeon Ar d' une 
longueur égale A0, eL co n idéron <:lr comme un 
levier ayant A pour milieu fixe. 

Dans le r ec tangle AZ, menons à EZ une parallèle 
quelconque M ,et par i\1 un plan perpendiculaire 
à l'axe Ar. Ce plan coupera le cylindre suivant un 
cercle de diamètre M ,l'ellipsoïde suivant un cercle 
de diamètre SO, le cône suivan t un cercle de dia
mètre TIP. 

On a: 

(i ) 
Ar AE lVŒ 
Al: = Aiï= :EU ' 

donc aussi: 

A€> Ml: hl? 
Al: = UI = !lU: X :EU' (2) 

J e dis maintenant que M~ x 1:rr=l:U2 +l:22 . 
En effet, on a : 

(3) 
A:E X :Er AK X KI' 

:EE' = KH i 

car FUll et Fautre rapport égale celui du grand axe 
au paramètr e 1. 

Dès lors (pui que AK = IŒl : 

1 T'ii T7jÇ " ~"'Y''''' " pb; T-i}v opO'av. La ").,,,y'a (d'une ellipse) 
est le grand axe (ou diam ètJ'c par excellence,. L'6pr'l '" ou 
param ètre e t une longueur dont la me ure est déterminée 
par Apollonius, Coniques, l, 13. Etant clonnée une ellipse 
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intervertissanl : 

Mais (à cause de ~ = ~~) : 

Ai.' ffi' 
Al:.l:r - l:1l.IIl\C 

Donc : 

c'est-à-dire: 
~=w.nl\1. 

dans tm cône (fig. 5), il mène, par le sommet A, du cône une 
parallèle au grand axe Ell de l'ellipse ju qu'à sa rencontre K 
avec un diamètre Br de la ba e du cOne. 11 prend en uite la 
perpendiculaire EE> à Ell telle que : 

EE> BK.Kr 
Ell = AK" • 

E0 sera le paramètre (à?Ma). Apollonius démontre (l , 21; 
p. 15, IIeib.) que, pour un point E quelconque cie reLIipse, 
on a : 

~ paramètre 
Al: X ~r = grand axe' 

Heiberg croit que les mols soulignés au texte ont été inter

A 

.~ 
B r K 

Fig. 5. 

polés ou du moin ubslilués 
à une phrase autrement rédi
gée, parce que les termes opO,,, 
et 7t), "'Yb. sont de la création 
cl' Apollonius. 

L'égalilé (3) peut d'ailleurs 
être démontrée as ez simple
ment en considérant l'ellipse 
comme la projecti on orthogo-

nale d'un cercle (théorème de tevin). oient 20, 2b 
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jou Lanl de parl el d'autre l:n~, il "i ent : 

1::::" + w '= s:n' + w. Dl\l = i rl(l:n + InI)= W X ?l11:, 

comme nou l'avions ann oncé . 
Remplaçon maintenan L, dans l'égalité (2), Ml: X 

l:Ll par a valeur ; il vienL : 

A0 KU;' cercle MN 
A1: = 1::::" + fIf' = cercle 0 ::: + cercle n p . 

En d'auLres termes , par rapport au poinL fixe A, 
le cercle M J , r esLanL en place, équilibrera la somme 
des cercles 08 et IIP suspendus au centre de gra
viLé commun 0 , car le disLances des cenLres de 
g raviLé au poinL fi xe sonL inversement propor Lion
nelles aux poids cons idérés . 

emblablemenL, pour Loute parallèle à EZ menée 
à l'inLérieur du recLangle Z et par laquelle on 
mèn un plan perpendicula ire à Ar, le cercle inLer
cepté dans le grand cylindre, re tant en place, équi
librera par rapport à A les deux cercle in LercepLés 
dans l'ellipSOïde et da n le cône, Lransférés en 0 , 
comme cenLre de graviLé commun. 

R mplis on complètement ces tro i corps de 

les axe de J'ellipse, y , y' deux ordonnées quelconques 
con e pondanles du cercle el de l'ell ip e. On a évidemment 

dans le cercle : y ' = Ar.~r el, comme J' = y !!. , il vienl : 
Il 

,. (A" Yf ) b' d' . A1: .1:r _a" - t 
J = ,\- .- -;;-t ou ~ - h' -cons anle. 

On peul aus i déduire celle relation de l'équation de l'e llipse 
X l yt h' 

rapporlée fi. ses axes ii2 + ho = 1, d·o ù y' = (a' - x' ) a< . 
A~.~ r (a+x)(a - x) Il'_X' a' 

Or, --y- = l ' = - J-' - = ho = cons lanle. 
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cercles semblables. Au total, le cylindre restan t en 
place équilibrera l'ellipsoïde et le cône AEZ trans
porlés en 0. Le cylindre a pour centre de gravilé K, 
on doil donc ayoir : 

SA cylindre AZ 
AK - ellipsoïde + cône AëZ' 

Mais 0A = 2AK, donc: 

cylindre AZ = 2 fois (ellipsoïde + cône AEZ), 

Mais le cylindre AZ vaut trois fois le cône AEZ 
qui a même base et même hauteur; donc : 

3 cônes AEZ = 2 ellipsoïdes + 2 cônes AEZ. 

ou 
cOne AEZ = :l ellipsoïdes. 

Le cône AEZ vaut huit fois le cône AB~ dont le 
rayon de ba e et l'a."e sont moitié des siens, donc 
enfin: 

ellipsoïde = 4 cônes ABil 
et 

~ ellipsoïde = 2 cÔnes ABil. 

Menons maintenant dans le rectangle AZ les 
parallèles X4>, n'If à l'axe par les poinls B, ~ et con
sidérons le c)lindre <f)'llUX. Il est évidemment 
double du cylindre 4>W ~B, qui a base égale et 
axe moitié moindre; ce dernier vau t trois fois le 
cône B~, donc: 

cylindre <1>'1' J. B = 6 cOnes ABJ., 

et comme le cÔne vaut le quart de l'ellipsoïde: 

cylindre <I>'!'.lB = ~ ou ~ ellipsoïde. C. q. f. d. 
4 ~ 
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(TIIÉORÈMI!: IV) '. 

Tout se.qment d'un paraholoïde de ré valu/ion \ 
détOl'miné par lin plan perpendiculaire il J'axe, 
vaut les 3/. du cône ayant même base et même axe . 

M 

Fig. 6. 

oit un paraboloïde coupé par un plan passant 
pal' on axe, qui détermine la parabole BAr (fig. 6). 
Coupons le paraboloïde pal' un second plan, per
pendiculaire à l'axe. oient Br l'intersection de 

, Ce théorème est démontré géoméll'iquement rtans le 
Trai té De conoides etc., pl·Op. 21 (l, 386. lI eib. ) par la méthode 
dite d'exhaus tion. 

1 Archimède dit : « d'un conoïde orthogonuJ n . La para
bole elle-même est dite " section d'un cÔne orthogonal n. 
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deux plans, 6.A l'axe du segment, que nous prolon
geon d'une longueur 0 ==- I::.A , eL considérons 1::.0 
comme un leyier dont le milieu fixe es l A. 

La base du egment e lIe cercle Bf, perpendicu
laire à At!... Imaginons un cône ayanl pO Ul' base ce 
cercle el pour sommel le point A, el un cylindre 
ayant pour base ce même cercle el pour axe AI::.. 
Dan le recLangle EZfB, menons une parallèle quel
conque M à Br, el par MN un plan perpendicu
laire à M, qui coupera le cylindre suivanl le cercle 
MN, elle egmenl de paraboloïde suivanl le cercle 
20 . 

B.\T élant un arc ùe parabole, A.1 l'axe de la 
parabole, 2I, B.1 des ordonnées l, on a' : 

(1) 

eL comme 1::. = 0A, (B ol = MI), il yienl : 

Mais ceLte dernière expression représenLe aus 

• 1\1. à m. " des droites lil'ée orùonnémenl », TET 2Y1-'ÉV"'~ 
,.c:t'l'}WÉv", . Ailleurs (I l, 231, IIeib.) Archimède explique ce 
tel'me a.in i: " cordes porallèles à la tangente au sommet de 
la courbe ». 

• " Le cané de l'orùonnée e l proportionnel à l'ab ci se » . 

C'est l'équation fondamentale de la parabole, qui se démon ll'e 
par les moyens élémentaires (cf. HoucuÉ: G6omrtrl/', 
nO 1025). Elle figurait dans les Eléments des sections 
coniques d'Al'islée et d'Euclide, auxquels Archimède, dans ln 
QUildratul'e de la pllrabole, prop, 3 (11 , 300, lleib. ). l'envoie 
pow' la démonstration. 
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le rapport du cercle MN au cercle 2.0 . On a donc: 

(a) 
0A cercle M 
TI = cercle :::0 ' 

Par con éq llentle cercle MN, déterm iné dan le 
cylindre, éqllilibl'e par rapporl au point A le cercle 
2.0 dé lerminé dan le paraboloïde, s u pendu a u 
cen lI' de gravi lé 0 : car 1 le cercle M a pou r centre 
de grav ilé son cenlre 1:, le cercle SO lran porlé a 
pour cenlre de gr av ité ~ , el le dislances de deux 
centres a u point fixe sont inversemenl propor
lionnelle aux cercles correspondanl . 

On dém onlrera de même, pour loute parallèle 
menée à Br dans le rec tangle BrZE, par laquelle 
on mène un plan perpendiculaire à A.':1 , que le 
cercle déterminé dans le cylindre, re tant en place, 
équilibrera le cer cle déterminé dan ' le parabolOïde, 
transporté a u point 0 du levier comme cenlre de 
gravité. 

Rempli sons de cercles pareils le cylindre et le 
egment de paraboloïde. Au tolaI, le cylind re, res

tan l en place, équilibrera, par rapport au point A, 
le egm enl de parabolOïde lran porlé en 0 comm e 
cenlre de gravilé . Dè 101', le distances de leurs 
centr es de grav ité a u poinl A devront être inverse
ment propor lionnelle à leu rs volume , ou, p ui que 
le cylindre a pOUl' cenlre de g ravilé le mili eu K de 
son axe : 

A0 cyli nch'e 
AK = segm. pal'ab .. 

1 Au lieu de Y.a.( Ècrn (Heiberg, p. 26~, 25), 1 il faut lire ou 
corriger Ècr 'd YelP, 
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Mais AK estla moitié de Ae, le cylindre vaul donc 
2 fois le segmenl de paraboloïde. El, comme le 
cylindre vaut 3 fois le cOne ABr qui a même base 
et même axe, on voil finalement que le segmenl 
vaut les 3/2 du cone. 

(TllÉOHÈME V) 1. 

Tuut segmeJlt dl' parllboloïde de r évolutIoJl, déter
miné par IIll pliln perpendiculaire à l'axe, a SaIl 

Fig. 1. 

centre de gravitp situé SUI' 1,7 droite qui form e faxe 

t Dans le texte grec, nouvellement découvert, du Traité des 
Corp .• Oottants (passage çOlTespondanl à II , 311, lIeib. ), ce 
théorème est mentionné comme démontré Èv Ta!; 'I ao~po"'al; . 
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du segment, en un point tel que sa distance au som-
1J1et soit douhle de sa distance à la ha e. 

oit un segmcn t de paraboloïde déterminé par 
un plan pcrpcndiculaire à l'axe (fig. 7). Coupons-Ic 
par un a utre plan passant par l'axe, qu i détcrmine 
la parabolc BAr. Soi l Br l'inlersection des deux 
plans, A6. l'axe du segment et de la courbe. 

Prolongeons A.l d'une longueur égale A0, consi
dérons 6.0 comme un levier dont le milicu fixe 
est A, et inscrivons dans lc segment de paraboloïde 
un cône ABr. Enfin menons à l'intérieur de la 
parabole une parallèle quelconque .E:O à Br, qui 
coupera la parabole en .E:, 0, et les arêles du cône 
en 11, P. 

Dans la parabole, ::::~, Btl sont des perpendicu
laires à l'axe. On a donc: 

(i) 
t.A iIT' 

D'autre part (à cause des lriangles emblables), 
on a: 

(2) 
ÀA B.l M' 
A~=]J~=B.l.D~' 

Par conséquent, en combinant (1) el (2) : 

B.r ïŒ' 
::.~.= BÀ.n~ ' 

d'où résulte que: 

~2= M.mJ. 

Comme il n'en es t pas question dans le Traité qui nous e 1 
parvenu sous ce titre, Heiberg croit qu'il s'agit ùu Traité 
(perdu) 7W 1 ~v'Ywv . 
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.El: est donc moyen proporlionnel entre B~ el 
1Jl:, et l'on a (en divisan t les deux membres par lll:2) : 

At. ~2 
II~=Œ· 

B~ ~A 8A 
Mai nous avons vu (2) que TIl: = ;U; = Al:' donc: 

SA :s5S2 

A~=rn"· 

Menon par'::'O un plan perpendiculaire à 6.: il 
coupera le segmenl de paraboloïde suivant le cercle 
30, le cÔne suivant le cercle IIP. 

Le rapporl 8l:: est au si celui du cercle 80 au 
l:rr 

cercle IIP. On a donc : 

SA cercle :::0 
A~ = cercle IIp· 

Ain i le cercle 30 reslanl en place équilibrera, 
par rappor l au point A, le cercle IIP lransporlé au 
point 0, car ils ont pour cenlres de gravilé le 
points l: et8, dont les dis lances au point fixe A sont 
inversement proportionnelles aux surfaces des 
cercles considérés. 

On démontrera de même que, pour toute autre 
parallèle à Bf menée dans la parabole, et par 
laquelle on mène un plan perpendiculaire à 6. , le 
cercle déterminé dans le segment de paraboloïde, 
reslan t en place, équilibrera, par rapport au pointA, 
le cercle déterminé dans le cÔne, tran porlé au 
centre de gravité 8. 

Remplissons de cercles pareils le segment et le 
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ône. Au total, la somme des cel'cles d u segment, 
c'esL-à-dire le segmen t, restanL en place, équ ili
brera, pal' l'apporL au poinL A, la somme des cercles 
du cô ne, c'es t-à-dire le cône, lranspO I'Lé au po inL 0 
du lev ier comme cenll'e de gravilé. Le cent l'e de 
gravité d u syslème Lotal est A, le centre de gravilé 
du cône lranspol'lé est @; dès lors (lemme 1) le 
centre de gmv iLé de la difIél'ence, c'esl-il-d ire d u 
segment de pat'aboloïde, sera situé suda dl'oile A0 
prolongée dan la d ir'eclion de A, en un poinL K LeI 
que: 

A0 segllll'nl 
AK = cône . 

l a i on sa iL (Théorème IV) que le segmenL vauLles 
3 . 

3/2 du cône; donc aussi AH = ~ AK, eL par conse-

quent le cenll'e de graviLé d u segmen t de parabo
lOïde es t bi en siLué en un point de l'axe tel que sa 
disLance au sommet soiL doubJe de sa distance à la 
ba e. 

(TuÉoRÈME VI). 

Tout hémisphère a pour centre de gravité un 
point situé S Ul' son axe et dont les distances au 
sommet et à la base sont dans Je rapport de 5 à 3. 

Soit une sphère et un plan passant par SO n centre 
qui la coupe s uivant le cercle ABr ..1 (fig. 8). Traçons 
dans le cercl e deux diamètres recLanguluil'es Ar, 
B..1 . Par B..1 menons un plan perpendic ulaire à Ar, 
ct co nsidérons le cône ayanL pOUl' base le cercle de 
diamèLl'e B..1 (dans un plan perpendiculaire à Ar" 
pour sommet A, pour côtés .\B , A..1. Prolongeons 

4 
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Ar d'une longueur A0 = Ar et considérons ar 
comme un levier ayant pour milieu fixe A. 

Dans le demi-cercle BAil, menons une parallèle 

N 

M 

B~------~~--------~ 

f' 

Fig. s. 

quelconque .=.0 ;\ B~. Elle coupera la circonférence 
du demi-cercle en S, 0, Je cùnl' en lI, P, l'axe Ar 
en E. Pal' ::'0 faisons passer un plan perpcn
diclliairr ;\ Ar. Il COllpl' l'n l'hémisphère su ivant le 
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cercle 2 0, le cô ne s ui,'ant le cercle HP, On a : 

(1) Ar _ ( Ar'AE ) AZ' 
AE - AE- = AE" 

Mais A2/ = AE 2 + E3:\ AE 2 = EU2
, SubsLiLuant, 

il vienl : 

(2) Ar Eil' + ES' cercle DP + cercle :::'0 
AE = E.iï' çercle Dl' , 

el, comme Ar = A0, 

(3) 
A0 cerc le :::'O + cCl'cle I1P 
AE cercle Il l' 

Les cercles :::0 e l UP onl pour cenLre ùe gravité E. 
i donc o n s uppose ces deux ce rcles en place, elle 

cercle HP seul tran porLé en 0 comme cenLre de 
gravité, les ùi tances A0, E des cen Lre au poinl 
fixe élan l inversemen 1 proportionnelles aux S Ul'

faces représenlées, il en ré ' ulle que les deux cerdes 
fel'onl équilibl'e, par rapporl au point A, a u cercle 
UP LransporLé en @, 

[Le même raisonnemenL s'appliquant à Loutes les 
a ull'es positions de la parallèle, en addilionnanL 
Lou les cercles pareils, on voil que le cône eL 
l'hémi phère resLanl en place équ ilibreronl, pal' 
rapporl au poinl A, le cône seullransporLé en 0 . 

Considérons maintenanl, suspendu en 0, un cy
lindre MN équivalent a u cône AB~ el divisons-le par 
un plan horizon Lai en deux cylindres parLiels donL 
l'un M équilibre le cône par rapporl à A : alors 
l'autre cylindre parLiel 1 équilibrera l'hémisphère, 

o iL mainLenanl sur AH le point (1) LeI que 
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Ad, = 3 <1)I! : (Il sera le cenlre de gravilé du cône 
(lemme VIII), Je prends sur AU le po int X lei q ue 
AX j. " , AIl 8 , 
Xll =:r ou, ce qUi revwnt au meme, AX ="3 : Je 

dis que X est le centre de gravité de l' hém isphère , 
En effeL, puisque le cylindre M (cenLI'e de gra

vité 0) équilibre pal' rapport à A le cône B~ 
(centre de gravi lé <1»), on a: 

("yI. M 
cône AIl.l 

Comme: vol. cône ABj. = vol. cyl. 1\1 N, on a. : 

('~' 1. ~ I = ~ d'où l'yI. 1\1 3 cy l. !\I r 8 
cyl. ~lN S' cyl. !\lN - cyl. M = Ii' ~ = 5 ' 

ou encore: 

(1) c"ne AB.l_~ , l-'-d· =A Il 
cyl. N - 5' ce a Ire AX' 

D'autre part, on a (Théorème Il) : 

(2) 
hémisphèl'e 2 A0 
cône AB.l = 1 = AH ' 

Mult ipliünt membre à membre (1; eL (2), il vienL: 

hpillisphère A0 
l'ylindl'c = AX' 

Mais le c~lindl'c l'< a pour centre de graviLé 0; il 
équililll'e d'ailleurs - on l'a YU plus hauL - l'hé
m isphèl' pUI' rappol'l nu poin t A : do nc nécessai
reIllent X est le centre de gravité de l'hémisphèl'e' ,] 

• J'ai uivi, pOUl' suppleer celte déllloJ?stration , l' analogie 
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(TUÉORÈME VU). 

Tout spgment de phèr e (à une ha e) e 1 au cône 
[de même ha e el de m ême hauleur COJJlIll f le rar on 
de la pllèl'e pllls la hauleur du segment upplémen
taire ont à cett e dernièr e !Jauleur cule t • 

du théo rème Vllt et le indicati on de la fi gure : m ai on 
p Ol1nait a rriver an mpm e ré ulla t pa l' une mélh ode plu s 
rati onnell e, san suppo ser le pl'obl ème résolu. Pui que 
h ém isph. + cÔne (en pl ace équilibrent pa l' rapport à A le 
côn e (en 0 ), le centl'e de g ravité 0 du sys tème" h émisph . 
+ cône Il doit sati fa ire à l'égaliLé : 

M mi ph . + cô ne A0 
cône = AO ' 

el, comm e hémi sph. = 2 cô nes , il en résulle A0 = 3 An: le 
point Cl e t donc au Uer du diam ètre (o n aux 2 3 du l'Il)'o n) à 
pal'Urde A. Le centre cie " rayi lé du cône {lemm e \ ' III )e 1 en <\', 
aux 3/'. de A II . Donc le cenlre de gmyité de l'h émi sphère 
seul - diU'él'ence du y tème et du cÔn e - es t (d'après 
lemm e 1), sur <Iln prolongé dans le se ns de n, en un point 
X tel que : 

xn cône 
(l<1> = h émi sph . = 2' 

en d'autre tel'mes, à une distance de n m oitié m oindre (e t 
de sens cont rait'e) que cell e de <\> . Calcul ons AX . On a n <\> 

3 2 1 , 1 
= Ac!> - An = ï. AlI - ;( \Il = 12 Ali ; donc XO = 2ï AH et 

A . 2 1 \ 15:i d AX = n-xo =3 AII- 27" II = 2ï .\II ='8 AIL C. q. f. . 

• En oncé r es titué d'Upt'è le Tt'aité -"p ll èr r l't cJ' }jl1dl'c, Il , 2 
(l , p. 19 '. , lI e ib ), où Arcb.im ède donne une démon tl'a lion 
(o u plutôt une Yél'ifl cnlion) géo m étriqu e a sez s imp le. 

i l' on a ppell e H le rayon de la sphèl'e, " la ha ul cur dn 
segment, !J I ce ll e du segment supp lémen taire , l'éooncé 
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[Coupons t la sphère (fig. 9) par un plan passanL 
par le centre qui détermine le grand ce l'de A , fA' el 
coupe le segment donné suivanL l'are il. \A " B. 
Traçons le diamètre Ar passanL par le sommeL du 
segment el qui coupe la base il.B en H; menons le 

r-~------~----~--~~----~~-Iy 

Fig. 9. 

diamètre perpendiculaire \1\' . Tirons AA, A1\' eL 
prolongeons-les jusqu'à leurs rencontres E, Z avec 

d'Archi mède donne pour valeur du segment sphérique 

V _ R + h' -!!. \ 11' 
- b' . W ;1"-'1 . 

.:1.11' 
Comme 17 = h ct que R+ Il'= 3R -}I, on voit quc cclle 

valeur rcyient il l'expressIOn connuc. : \'= wh' (n -~) . 
, Tout ce commencement est perd u. Je t'a i restiLué 

d'après les in(!icntions de ln f1gnre eL la marche ullé l"ieure 
de la démonstmtion. 
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t. B prolon gée el 'Ir, Q a YPC la tangpn le en r. Imagi
nons enfin les CÔnes ayanL pOUl" sommeL A, pour 
ba es respecLives les cercle dc diamètre ~B, EZ, \lfQ, 
eL le cylindre ayan L pOUl' base le cercle WQ eL pour 
axe Ar, cylindre que le plan de base du segmenL 
coupe selon le cercle FY. Enfin prolongeons Al' 
d'une longueur AEl = Al', eL soiL 1'0 un levier ayanL 
pour milieu fixe AJ. 

A l'inLérieur du recLangle TY, je mène une paral
lèle quelconque MN à ~B eL fai s passer par MN un 
plan perpendiculaire à Ar. Il coupe le cylindre sui
vant le cercle de diamèLre MN, le segmenL sphé
rique s uivanL le cercle 30, le eône AEZ suivanL le 
cercle IIP. 

On démonLrera, comme précédemmenL, que le 
cercle MN resLan L en place équilibrera par rapport 
au point A la somme des cerclrs :::0, IIP tran -
portés en El comme centre de gravité'. (Il en sera 
de même pour toute autre position de la parallèle 
MN et de son plan sécant.) 

Si donc l'on remplit enti èremen t le cylindre TY, 
le cÔne AEZ et le segment At.B de cercles pareils, 
au total, TY restant en place équilibrera par rap
port au point A la somme du cône AEZ et du 
segment AôB transportés en 0 . 

Prenons maintenant s ur Ar le point X tel que 
A =XJI, et le point <1> tel que Aw = 3<I>TI . Le 
point X, étant le milieu de l'axe AlI, es t le centre 
de gravité du cylindre TY ; de même (lemme VIII), 
<}> es t le centre de graYÏté du cÔne AEZ. 

• Celle démonslration a déjà élé faite au théorème II , où 
la cons truc lion es l identique. 
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La relation d'équilibre lrouyée peul s'écrire: 

( l ' 
cyl. TY 0A (') 

('ônl' "EZ + S!'~Il1. A.lB = XA' 

[(' 'csl-ù-dirc : 

Mais 

donc 

Or, 

donc: 

cyl. TY 2H I.n 
cÏlne AEZ T seg. A.lB = h - h . 

2" 

cyl. TY' 12R' 
(''''ne AEZ = fi2 

cline AEZ ,,- h 
cline A.lB = hll = Jii; 

cyl.TY 12R' 
cù~c ,UB = Jïi] . 

Substituant ùans ~1 ces yaleurs de cônp AEZ el 
cylindl'P TY en fonction de cône A ~B, il vi enl : 

12lP 
cline A.lB hï1 4 il 

il =ïf; 
cône A~nJii + segm. 

d'où: 

4R , (12H- 4R)' 4R (3R) segm. h = cone hïT -/7 = cône Jîï h- 1 

donc 
segm. = !!...(3R -1) = R + b' .] 
cline Il il Il' 

, POUl' la fin de ln démonstration, j'ai suivi ln rc lilulion 
de Zeuthen, en intl'uduisnnt les nolalions R, h, h'. 
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(TOÉORÈMfo: VIII) ' . 

[Tout segment phérique plus grand qu'un hémi
sphère (?) a on centre de gravité situé sur son 
axe en un point tel que sa distance au ommet est à 
sa distance à la base comme la hauteur du segment 
plus quatre fois la hauteur du segment supplémen
taire est à la hauleur plus deux fois la hauteu/' du 
segment supplémentaire: 

XA HA + '> IIr] 
XIl=HA+2 Ilr' 

[So il BA ~ (Dg. 10) un egmenl sphérique, plus 
grand que l'hémisphère. Je prends sur sa hauleur 

. XA _ A Il + 4 nI' . 
AH le poml X leI qu e XU- AII +2 11 r . je dis 

que X est le cenlre de grayilé du egmenl. ] 
Prolongeo ns Al' de A0 = Al', el, dans l'aulre 

sens, de r :=: égal au rayon de la sphère, el consi
dérons f0 comme un leyicr ayanl pour mili eu 
fi . e A. Dans le plan de base du segmenl, de Il 
comme cenll'e, lraçons un cercle avec un rayo n 
égal ù AH. Imaginons le cône qui a ce cerc le pOUl' 
base, A pour ommel, AE , AZ pour .généralrice . 
Enfin , menon une parallèle qu elcon qu e 1 \ ù EZ 

• Enoncé et figure restitués d'après IIeiberg. Il ré u lte de 
J'énoncé de IX que, dan le théorème \'1 11 , il ne s'agi ait 
Que d'une "arietfi particulière de segments. Celle precision 
paraissait néce saire à Archimède pour établir sa figure, 
mais la démonstration e t la lIlème, quellc que oit la 
dimension du egment. Il ya ans dire que l'énoncé pour
rait aussi t'tl'C l'e litué a in i : tout segment " plus pctlt 
Qu'un hém isphère >J, Cf. Spbèrc ct Cyl indr e, J, 42 et 43 . 



58 DES TUÉORÈYES MÉCANIQUES 

qui coupe la circonférence en K, A. les génératrices 
du co ne en P, 0, la hau teur cn II. 

N 

M 

A 

1 
/ 

1 
/ 

---7--
1 

/ Il 1 <l> 

H Z 

r 

Fig. 10. 

On a d'abord' : 

(1) 

, Car,dans le lI'jangle rec tangle AKr , on Il AI<' = A rI. Ar. 
Divisant les deux membres par AO', il vient bien (1). 
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-., -2 -0 -. -> 
fais Ale = An + IIIC, Alr = 110" - pu i que 

A1l2= E1l2 -; donc: 

(2) 
rA iUï' + ïiëP 
m= no' 

et, comme Ar = A0 : 

een· le KA + Cl' I'de po 
cercle PO 

A0 cercle KA + cercle PO 
(3) An - cercle PO 

Si donc on suppose le cercle PO déterminé dans 
le cÔne pal' le plan parallèle à la base du segment, 
transporlé en 0 comme centre de gmvité, puisque 
1 \., PO onl pour centre de gravité n, le cercle lrans
porté fera équilibre par rapport au point A à la 
somme des deux cercles KA, PO - délerminés dans 
le segment et dans le cône - laissés en place. 

n en sera de même pour tous les cercles de 
même genre déterminés par les plans parallèl s à la 
base du segment: toujours le cercle déterminé dans 
le CÔne AEZ, transporté en 0, équilibrera par rap
port à A cc même cercle et le cercle déterminé dans 
le segment sphérique, laissés en place. Au total 
donc, le segment et le cône, laissés en place, équili
breront par rapport à A le cÔne transporté en (2) 

comme centre de gravité. 
Considérons maintenant un cylindre Ml équi

valant au cône AEZ et prenons ur AlI le point 4> 
tel que AlI = 411>II : <1> sera, comme on l'a vu 
(lemme VIII), le centre de gravité du cône AEZ, Cou
pons le cylindre pal' un plan pet'pendiculaire à ses 
génératl'ices, qui le divise en deux cylindres tels que 
l'un d'eux M fasse équilibre au cône AEZ, Puis
que le cylindre total équivaut au cône AEZ, 
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qui, en 0, équilibre le cône et le segment en place, 
si le cylindr'e partiel M équil ibre le cône AEZ, 
le reste, c'est-à-dire le cylindre partiel ,équili
brera le segmenl. On a YU (Théorème VII ) que: 

(i) 
sr~m. BAol En 
c<lne BA.l = nr . 

J)'autre part: 

cône BA.l cercle Bol BI1 2 f IT . II A fIl 
(5) cône AEZ = cCl'l"Ie EZ = îlE' = liA' = liA 

(Comparant (4) et (rj) il vient:) 

,6' 
~rl'(m. il \.l ::'11 
t"<ine A~Z = HA' 

Nous avons par construction: 

AX liA + Hlr . XH 2Hr+HA 
Xli = HA + :2111" ou mvcr~emcnt AX = .l IJf + liA' 

Si l'on comhine ces deux expression (en add i
tionnant aux numérateuJ's de la secon de ce u\: de 
la première), il vienl : 

AX + XI! 
A...'{ 

c'c l-à-dire : 

(7) 

(liA + 4 I1f) + (2 nr+ lIA) 
L1 .\ + 4I1r 

AT! 611r+2IIA 
AX - HA + 4 IlL' . 

Mais on a é"idrmmrnt : 

611l' -;- 211A= 411:=:; 
4 Ill' -t liA = H<l>. ') 

1 En elfel, si ]"on emploie les notations abrégée H (rayon 
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Par cooséq uen t : 

(il) 
Ali Il:::' II:::' f ' l> 
AX = f<!>' ou encore liA - AX ' 

, l d· fl3: ù 1 ( En pol"lant celle ya eUI' e AH an 'équation G), 

on a: 
(9) 

seg-m. BA.l r '!> 
cone AEZ = XA ' 

Le cylindl'e M équiliol'c pUJ' rappol't iL A le 
cône EAZ . Ce cylindre a pour cenlre de gl'av ité 0, 
le cône il pour centre q). On doit donc a\'oir : 

(10) c"ne EAZ 0A fA cyl. ~( A't' 
cy l. M = '!>A = A't" uu cyl. ~1:'-1 = rA ' 

(d'Olt en 'oustl'ayantles numérateurs des déno
m inateul' ) : 

(H) 
cyl. ~[ A<1' 
cyl. il = f'!> 

(o u en ajoutant les dénominateurs a ux numéra
teur ) : 

ou encore, puis lue le cylindre MN équivaut au 
cône EAZ 

(12) 
~ône EAZ fA 0A 

cyl. ~ = f<l> = f<l> ' 

ùe la phêœ) cL h \hauteur du segment), on a d abord: 

6 11f + 2 All = 6(2Jl - h) + 2 il = 12H - 4 li; 

0 1', LI:::' = Ill' + r ::: = (2H - h ) + R =:l H - h, c'est-il·dire le 
ljlla l'l dc l'expression ci-dess us. 

De même: 41lf + lIA =4(2 It - iJy+ 411 =8R -3"; 

n 1 + Il 2 R 3h , . ù' 0I' , r<l' = f ll + <l>Il =2n- 1 ï"= -4", cest-a- Ireen-

core le quarL de l'expre ion ci-dessus, 
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Combinant (i2) et (9), il vient: 

scgm. BAt._r<I>.A0 _AS 
cyl.:S - XA.f<I> - XA' (13) 

Mais on a vu que le segment équilibre par rap
port à A le cylindre : le cylindre ayanl pour 
centre de gravité 0, celle égalité ne peul èlre vraie 
que si X est le centre de gravilé du segment. 
C.q.f.d. '. 

• La. démonslralion d'Archimède est assez pénible et 

offre, de plus, j'inconvénient de supposer la relation ~~ = 

U+~ . . . 
lIA + 2Hf découverte onne saIl comment et d'en fourmI' Sim-

plement la vérification. Il semble qu'Archimède aurait pu 
établir directement cette relation de la manière suivante 
(j'emploie, pOUl' abréger, les notalions Al: = R. Ail =h, 
IIr= il' et je note tout de suite que, puisque 11' = 2R -11, 

l! + h' ) onaR= ~. 

On a vu, dans la premicre partie de la démon ·tration, ([ue: 
(segm .. \.B.l + cône .\EZ restant en place é'luilihrt'nl (par 
rappol't Il A) cône AEZ au c.g.0. Appelons 0 le c.g. du sys
tème (segm. AB.l + cône AEZ). Cette relation ll'équilibl'e 
impli<Iue l'égalité: 

OA cône AEZ 
(1,' 0A = cone \EZ + segm. AB.l . 

Calculons segm. AB.l l'n fonction du cone AEZ. On a vu 
(Th. \'11) que: 

(2) 
~eg-m. AB.l Il. + h' 
cône \B.l = -1,-'-

Mais 

(3) 
e<'IOC AB.l H.l! !J1/ h' 
ct'IllC .\EZ lIz t =h'=ïl' 

d'où: 

(4) 
seglll \B.l H+l1' 
cùnc U;Z -1-,-

Hemplaçant segOl. AB.l par cettll valeur dans (1), il vient: 
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(THÉORÈ~1E IX). 

Tout segment sphérique a son centre de gravité 
sur son axe en un point tel que sa distance au 
sommet soi t à sa distance à la base, comme la hau
leur du segment plus quatre toi la hauteur du 

OA cône 11 il 
(5) 2 Il. = cône (1 + Il. t il') = 11 + Il. + h' = 3 ft ; 

d'où: 

(6) OA =2il. 
3 

• 

Ainsi le c.g. 0 du système (segm. AB.l + cOne AEZ) est 
situé aux 2/3 de Ali à parlir de A. Le cOne seul (lemme VIll) 
a on c.g. en (1) aux 3/4 de AlI à partir de A. i donc on 
appelle X Je c.g. cherché du segment seul, on a (d'après 
lemme 1) : 

(1) 
XO cône AEZ il 211 
!l<l> =segm .ABd =R+11'= 11+311" 

Comme 0<1> = Ail> - AO = ill - ~ 11 =~, il vient donc: 

Il" 
(8) X fl = 12 (Il. + h') ; 

, 21l Il' il [ " ] 
AX =AO - Xfl =T -12 (H + 1/) "3 2- 4 (H+h') ; 

XH =OIJ+Xn =~+ Il' -!!. [1 + __ 11 __ J 
,-- 3 12 (H + h' ) - a 4 (Il. .,. h') , 

el par conséquent: 

AX 8 Il + 8 Il' - Il 12 Il' + 3 h 
XII = 4 Il. + 4 11' + 1l = 6 h' + 3 11 

ce qui est l'expression cherchée. 

4 h'+ Il 
2 il ' + h ' 
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segment supplémentaire est à la haut/:Jur du seg
meJJt plus deux fois la hauteul' du segment supplé
mentairA, 

Ce Lhéorème se démonLre de la méme manièl'c 
que le précédenL " 

(TUÉORÈME X) " 

[Tout segment d' hyperboloïde de l'évolu-

1 Dont il n'est que la généralisation. Dans les Irai tés de 
Mécanique 1 ~odernes, la position du centre de gravite du 
segment SI héril/ue est ordinairemenl déterminée par sa dis
tance au centre de la Sphère, à 1'aide de l"inlégl'l1lion, On 

tr l' . D 3 (2 H - li )' II f '1 d . 1'é . ouve expressIOn = i \3 R _ h' est aCl e e vou' qw-

valence des deux expression'. Le théorème d'Archimède 
peut s'écrire: 

AX h + i (2 R - h) 8 R - 3 il 
h-AX 11+2(2R-h}='R-h' 

d'où, en addilionnanl chat!ue dénominateur au numérateur: 

et AX 

12R-ih 
4R-h ;h(4H-b}=(12R-4h},h-AX(i2H-ih} 

h(12R-4h}-lJ(4R-h} 
12R- 4h 

h(8R-3h}, 
12R-4h ' 

donc 1 di t x'" 't 'di D} - R b(8H- 3h) a sance .. ces -a- re - - i2H-4h 

12 R'- 4hll - RIlR + ah' 12U'- 12hR + 'lh' 
12 R - 4 h 12 H - 't 11 

3('.R'- HR + hi} 3(2R -Il" 
= 'o(aR-h} 4(3H-h)' C.11·f.d. 

• Enonré re liLué d'apt'ès Conoïdes et 8phéJ'oïdes, prop. 25 
(l , 416, Heiberg) : le sens généml résulte des mols Tij; ,. po
X'll'-ÉV~: '1<.0; .ov ciEov:x, ou l'on reconnalt la ligne apI elée 
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tio/1', déterminé par Ull plan perpenrliculair c à ]"7Xe , 
e t!lll cône de même ha e et de m(~me haut eu /' cO lIIme 
une li[j ne egaIe à Faxe dll segment plu' trois fois 
la distance du sommct au sommet du c6ne eil'cons
cl'it 2 e t il une Jjgne égal/! il Faxe du segllJc/lt plus 
deux foi cette distance ( fi g. i l ) : 

seam. rBA _ BE + 3BT ] 
cône rBA - BE + ;lBT' 

On démontrera de même beaucoup d'auLre pro-

T 

B 

r =-----------~E~--------~~A 

Fig . H. 

po ilioo " que je lai e de cÔ lé, mainLenanl que la 
mélhode e L bi en mise en lumi ère par le' exemple' 
pL'écédents, pour aborder la démoo lraLion de 
deux lhéorèmes éooo és au débuL de cc Trui lé. 

dans ce trailé 6: 7fOH;OÙaa 'Ct!> ci~ov , (l, 2ï8). Les res le élant 
ll'OP long pour un impIe énonc:é, lIeiberg croit <lu'il etait 
en uite question du cenlre de gravité d'un segment d'hy
perboloïde. 

, Archimètle aurail dit: " de conoïde obtu sangle » . 

• C'est ce qu'Al'chimède appelle: la droite ajoutée à r axe. 
• Par rxe mlle, cell es t[ui concel'llent le volume et le 

cenlre de gravité d'un segment <l 'ellipso ïde, etc. Plusieul' 
de ce propositions sonl d montrée ' dans le Traité des 
Conoïde. 

5 
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(THÉORÈME Xl-XIV). 

Si, dans un prisme droit à bases carrées, 011 

inscrit un cylindre ayant ses bases inscrites dans 
les carrés opposés et sa surface latérale tangente 
aux plans des ·1 faces latérale du prisme, lm plan 
passant par le centre du cercle de base et fun des 
c6té du carré opposé déllJ.chera du cylindre un 
l'olume' qui sera le sixième du volume tala I. 

ous allons d'abord élablir cette propo 'i lion par 
la mélhode susdile [XI, XII, XIII], puis procédeI' à 
la démonsLralion géométrique proprement dite 
[XIV]. 

(XI). 

SoiL donc un cylindre in cril dans un pri sme à 
base carrées. Coupons le prisme par un plan 
passant par son a.·e el perpendiculai re au plan 
rcxB (fig. 12) qui a déLaché le sabot de cylindre. Ce 
plan coupera le prisme circonscril (flg. 13) su ivnnlle 
rectangle .\B eL le plan sécanl suinll1t la droile 
Br. Soit 1'.1 l'a:-.o COIllIllun du pri me cL du cylindre, 
EZ une droiLe (!IIi lui soil perpendiculaire en son 
milieu 0; pal' EZ menons un plan (horizon lai) 
perpendiculaire à l'ol. 

Sa 'ecLion dans le prisme era un carré Il 

, Ce « sauul. 1111 « onglet .. a pOUl' fllces : 1.0 unc porlion 
Ile la surfa"I' eylindt'i'lut': 2° un demi-cel'de; 30 une d mi
ellipse (inlerscl'liun d'un cylindre par un plan oblique), 
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(fig. 11.), el dans lc 'ylinclre un cerclc 3011P, la ngcnl 

Fig. 12. 

a ux côlés du cané a ux poinls .::: , 0, II , P. Lc 
plan écanl el le plan hOl'izonlal mené par EZ 'c 

D. 

1 ,../ 

Z ---#'- E 

A 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

r 
Fig. 13. 

N .0. 

co upenl uivanlla droile K , quc lc diamèlre 11(:0) ::: 
coupe en on milieu. Dans le demi-cel' 'le OI1P, 
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menons une droite quelco nque ~T pel' pendicula ire 
il. cc diamèLre ct ù. un o d isLance nx de Il ; p a l' 
cette dro iLe, fa isons pas el' u n pla n (vc l,t ical) pel'
pendiculaire au diamè t!'e IlE et prolongeons le de 
pu!'t et d'a u LI'e du plan (horizo ntal) .=:OlIP , Ce plan 
(vertical) déterminera: to dans le dem i-cylindl'e 

~ ______ ~-+P-=~ ____ --.N 
A 

x 

M o 
Fig. Ii. 

- q ui a pOlir base le demi-cercle onp et pou r 
hauLe ul ' l'a'\.o d u pl'is me - une sec tion en forme 
de recLangle dont un cô lé (horizontal) = ~T , tl'au
ll'e côLé vel'lical = l'a" d u cylind rp; ~o dan le 
sabot d cyl indre, un au tre recLangle dont u n 

('ôté horizonta l = ~T, l'auLre (verLical = T)" , N'Y 
é tant u ne para llèle iL BQ, m enée dans le rrc
tangle AB' (fig. 13 , il. lIne d i 'tance lE de BQ) égal 

il XlI. 

, Le tex te dit .lE, 
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Pui que Er es t un rec tangle eL NI , 0 r des paral
lèle coupée pal' E0, Br, on il : 

E0 or OB 
0 l = rN = YN ' 

Or, le rec Lano-le déLerminé. dans le demi-cylindre 
e L au recLangle déLerminé dans le saboL comme 
nB e L à YN : car leur deux auLre ' cô Lés onL 
égaux à ~T. On a donc: 

l'ccl. du 1/ 2 cy l. n B E0 <:>:; 
l'ec l. du saboL Y - 0 l - 0X ' 

upposon dOLlcle recLangle du aboL s u pendu en 
~ , ce po inL étanL so n cenLee de gravité, el 11'::: un 
levier donL le milieu fî xe e L 0. Le recLangle du 
d mi-cylindre ayanL (lemme V) pour ce nLre de gra
Yi Lé X, l'égaliL u 'dite ignifl e qu e le. d i Lancesde 
deux ce nlre a u poinL fixe onL illYel'semenl ]11'0-

podion nelJ es aux a ire de rec langles, el pa l' con
séqu enL qu e les deux r ec Langles s'équilibl'e nL pa l' 
r apporL à 0. On démo nLl'era iL de mème, pOUl' touLe 
aulre posiLion de la perpendi ula il'e à n0 menée 
da ns le dem i-cercl onp etl al' laquell eo n mène un 
p lan perpendiculaire à ne, prolongé dans les d ux 
sen, que le reclangle déLerm in é dan le dem i-cyl in
dre, 1'e tanL en 1 Iace, · quilibrera pal' rapporL à e 
le recLangle déLerminé dan le aboL, Lran pOI'Lé au 
c.enLre de g l'avi Lé :=:. Au toLal, la som me de recLan
gle du demi-cylindre - c'e L-à-dÏJ'e Je demi-CJ'IIfl
dre restant en place - équilibl' eJ'apai' J'apport à 0 
la amIDe des l'ecLangle de aboL, c'es L-à-dire Je 
sahot lui-même, transporté on ::: . 
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(XII). 

Considérons maintenant séparémenl (fi g. 15) le 
carré MHNW pCl'pendicIIlail'e à l'axe, [le ccrcle 
EOIlP, les diamètres l'e'ctangulaires PO, Err. Til'ons] 
(~M, eH el, par ces droites, menons des plans ("er
licaux) perpendiculaires au plan du demi-cercle 

H~ ____ ~=-~P-=~ ____ ~N 

~'ig. 15. 

onp el prolongeon, -les au-de u et au ·des ous de 
ce plan. ous formerons ainsi un prisme ll'i'angu
laire ayanl pour hasc lin lt'iangle égal ft 0MJT , el 
une hal/leUl' égalr à l'axe du cylindre: ce prisme 
est ('"idemmrnl le qual'l du prisme lotal circons
('l'il au cylindre. 

Dans Ir eatré !\l I , tirons deux droi te KA , TI. 
équidistantes de nE ct parallèles à ce d iamè tre) : 
rlles coupenlla demi-circonférence onp a ux poinlfi 
I{, T, le diamètl'r OP en 1:,Z, les obliques 0H, el\1 
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en X, <1>. Par ces droites, menon ' des plans prrren
diculail"cs Ù OP cl prolongrons-lcs HII-t!rssus r l <l U

dessolls dll plan o:=:np. Chacun de ces plans pro
duira : 1° Jans le derni-cylindl'e qui a une base 
égale à onp et une hauleur égale à l'axe une 
seclion en fOl"me de reclangle, donl un cô lé égale 
K~ (ou TZ) el l'aulre égale l'axe; 2° dans le prisme 
lriangulaire @IIM une aulre seclion rectangulaire, 
dont un cô té égale AX (ou Y<P) el l'aulre égale 
l'axe. 

[Considérons la paire de reclangles égaux AX, 
Y<I> du prisme, d'une parl, elle, reclangles corres
pondants ~K , ZT du demi-cylindre, d'aulre part. 
Tous ces rectangles ayanl même hauteur, leul's a ire' 
- égale deux à deux - sonl proportionnelle à 
leurs seconds côlés. On a donc: 

l'ect. ~K + l'ccL. ZT 2 rect. ~K ~K 

l'ect. AJ. + recl. Y<t> 21'ec l. AX AX' 

Les reclangles 1:K, ZT ont respeclivement leur 
cenlres de gravilé au poinl de rencontre de leurs 
diagonales (lemme Y) et pU!' conséquent aux milieux 
de droite ~K, ZT. Le centre de gravité de leur 
y tème eru donc silué sur la droile qui joinl ces 

milieux (lemme Il) el, pal' raison de symétrie, au 
milieu de celle droiLe, c'es t-à-dire à sa renconlre ~ 
avec Sil. 

Semblablemenl le cenlre de graYilé du sys lème 
des rec langles AX, Y<I> sera siLué à la rencontre a. 
de :::'U avec la droile qui joinl le milieux de 
AX, Y<I>. 

Le lriangle rectangle HAX semblable à ll2@ élanl 
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isocèle, on a. AX=IIA=~P. On a donc ucee i
vement: 

,"ecl. ~K + rect. ZT 
recto AX + rcd. Ycl> 

~K ~Kt ~P.~O ~o 
~p = ~P.~K == ~P.~K = ~K 

~p + 2~e ~A X + X~ 
2 

0r1 /2~K=~0; 1/2 \X+X~=(X0. idon oncon
sidère 2:0 comme un leyier don t0 est le mi li eu fixe, 
les systèmes (~K + ZT), (:\X + Y<l» e font équ ilibre 
par rapport à 0. Il en est de même pour to utes les 
auLres posiLions des pm'allèles conjuguées AK, YT. 
Donc, au toLal, la somme des rectangles inLercepLés 
dan' le prisme 1I0M - c'est-à-dire le prisme 110 1 
- équilibrera par rapport à 0 la somme des rec
tangles du demi-cylindre - c'esL-à-dire le dem i
cylindre OIlP. 

On a YU plus haut que le demi-cylindre équilibl'e, 
par rapport au mème poi nt fi xe, le sabot tran porté 
en 2: : il en résulte, par symétrie, que le sabot tl'an -
porLé en II équil ib rera le pl'i me HeM resLa nL en 
place. Le prisllle peuL êLre considéré comme la 
somme des Lriangles égaux à HeM empilés s ur 
une hauteur B!t Chacun de ces Lriangles a son 
cenLre de grayité au poinL de renconLre de ses mé
dianes (lemme IV), c'est-à dire aux deux Li er ' de la 
médiane partanL du sommet siLué ur l'axe. Tou 
ces centres de gl'ayité sonL d'ailleurs évidemment 
on ligne droiLe; dès lors, le cenLre de grav ité du 
prisme lui·même esL sur celle droite (lemme II ) eb, 
par raison de symétl'Ïe, au milieu de ceLLe droite, 
c'est-à-dire aux 2/ 3, en y, de la médiane du LI'jangle 
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H0Mintercepté par le plan' équid is tant de base , 
L'équi libl'e du sabot el du pri me tri angulaire par 
rapport à e exige ùonc qu 'on ail : 

sabol y0 2 
prismc HeM = JJ~J = ~' 

et comme le pri sme lIe 1 es t le q Ualt du prisme 
total, il vient bien: 

abo l _.!_~ C fi ] 
prism e All-1.2 - 6 ' , q , ,(, 

(XIII 

D rllx iI~Jl) e drillonsll'ill i on, ) 

oil un pri me droit il, ba e carrées , ABr..~ un e 
de ses ba es (fi g , 16), un cylindre inscriL danii ce 
prisme ayant pOUl' ba e le cercle K langent en E, Z, 
11 , eaux 4 cÔ Lé du carré ABJ'..l , Par le centre K de 
ce cercle et le cà té (f ' ..l') de la ba e oppo ée du 
pri sme qu i corre pond il, ri.l , je mène LIll pla n, 
11 détache du prisme toLal un pri me partiel qu i 

n e t le q ua l"L et qui e L corn pr is entre Lroi rec
tangl s (J I Ei.l'f', 11 E..l l', r..lr'..l') et ùeux triangl es 
(rec tangle ) opposé (E..lù', IflT' ) , Dan le demi
cercle EZll , in scrivon un segmen t de parabole, 

, J 'ai été obligé d"intl'Ocluire celle démon Lra Li on om
ma ire dc la position du centre dc gravité d'un pri me , ce 
lh~o rè l1l c ne fi gm aut pa clan s les ouvrages 'on et'vés d'A ,'
chim èdc, Il es t pos~ ibl e qu'il fûl exposé cl ans un ouvmge 
perdu auqu el l '/lute III ' se contenta il de l'envoye,' ici, Il e l 
poss ib le auss i (lU 'au licu du centre dc g l"[wilc du !wi ' mc, 
Archimède ail délel"luiné celui du dcm i-cylindl"C , 
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ayanl pour base IlE el pour axe KZ (fig .17). Dans le 
reclangle ùlI, menons une parallèle quelconque Ml 

r' 

A 
V······· 

~/ K 

A 

Fig. i6. 

à KZ : elle coupera la circonférence du demi-cercle 
en S, la parabole en A. On a évidemment : 

(i) 
--;-2 MN.A =NZ, 

el par conséquent: 

(2) l\f:\ = UK 2 (1) (= I:lK') , 
A:-' A~" MK2 

Par M menons un plan (ver li cal) perpendicu-

t La pl"cmièl"l' propo~ilion es t démontr'e (lans Apo ll onius, 
COlliques, l , Il, el l"était probablement dans les oUYI"ages 
élémentaires sur les coniques connus d·Archimède. On en 

. . BK" BK" 
dédUIt aussitôt M .. A\ = '\Z'; cn remplaçant Hf\. pm' 

N ..... Z A'~ 'I ' t 1\1\ BK" (ou MN') N t r ' 11 1\1 ." par ~. 1 vien AN = A~' . 1 0 ons l :11 eurs 

flu e l"i'galité (2) résulLe immé(liatemenl de l'équation de la 
IlK" ZK 1\II\ 

parabole (Q uad. para/). 3) A~' = Z~ = Al'< . 
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la ir e à EU (fi g . 16) . Il inler ceplel'a : 1° dans le 
pri sme pal"! il'] lin triangle r ec langle (Ml N'), ll)'anl 
P OIII' ('ùl rs de l' a ngle droit f el un r pr l' pr ncli c ll
lai l'e ( N') ù. rJ. en da ns le plan rJ. (J. / I" ), el 
l'h ypoLénuse dans le plan sécanl' 2° dans le sabot 
cyl indriqu e, délaché par le plan sécant , pareille
menl un lria ngle rec tangle (M::::::' ) ayanl pour côLés 

B 

A 

M 

E 
Fig. 17. 

r 

de l'angle droit M3 et une perpendiculaire (33') 
au plan K m enée le .long de la surface du cylindre, 
[eL l'hypoLénuse dans le plan sécanL. 

Les Lria ngles M N' , rt::::::' éLa nL emblables , on a : 

II' . ;\lXN' MX 2 IIK' 
II' . .\1::::::' = "IS' = .\IS· · 

(3) 

Mais l\l::: 2 = Il1. ME = (HK - ~mj (HK + Ml\) 
= ïTR2 

_ J\lJ(2. Donc : 

II' . ~[N " ïi'K' 
lI'. ~lSS' - HK" - KIir ' 
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Or l'égalité 2) donn" : 
~I;\ IIK' 

~IN - 'A - lIK' - J[K" 

donc : 

(4) 
11'. M ' , :\[ 1 ~[l'i (I) 
11'. ~l::::::' = \11' - A;\ = ~IA ' 

c'e t-à-dire: le tl'iangle intercepté Jans le pr isme pal'
ti el es t au tri angle intercepté dans le sabo t comme 
la parallèle 1:\ menée dans le rec tangle Ill\~E 
est à la partie de ('t'Ut' parallèle compri , e entre EH 
et la parabole. Celte relation éta nt vraie pO Ul' n' im
porte quelle position de la parallèle, au total] la 
somme des triangles du prisme partiel es l à la 
somme des LI'iangles du sabol comme la somme 
des parallèles M. esl à la somme de lems seclion s 
comprise entl'e IlE ella courbe. La prem ière somm 
n'est a utre que le prisme partiel, -la seconde le 
,abot, la ll'oisième l ~ reclangle HL'Œ , la quatrième 
le segmenl parabolilJue IIZE, dOlic : 

(5) 
]ll'iSIlH' parliel l'cd. Hl'.lE 

~(lhol = hcgm . EZII . 

[Le recta ngle IWlE vam deux foi s le triangle Il ZE; 
le ,egmenl paraholique IlZE vaul les 1_/3 de ce 
tl' iangle] car ceci a élé monlré précédemmen t ' ; 

t On obtiendrait pllls vilp cellc rclation en parLant de 
l'équation de la parabolc J' = IIx , d'où: 

R" Il R' n 
- =- et-- =--
;" x n"-,r" I{- .\' 

D' 1 li'. ~l;\:-;' KiX' Il ' R :\1;\ 
cs ors on a lI'. M::::::' = ~l:::" = Il ' _.' ' = It - x = ~IA . 

, Théorème 1. On Jleul aussi 11'(1.I1uil'c (cn li sanL t'I Toi; 
1tpOtEr-ov hF,EiJO\1ÉVOL,)" dans un ouvl'age précédcnl ", iL S(n'O il' 

dans Quadr. parab., Il . p. 2~i cL ·ui\'. 
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donc: 
l'l'i sm!' pal'ti !'1 2 3 

sabot ='t/ ',j=~ . 

Si done le sa ho t vaut 2, le pl'isme partiel V<lut 3, 
et le prisme Lolal qui en es t le qU'ldrupl e yaut 12 : 
donc le sahot esL hien le ÛO du pri m e. C. q. r. d. 

(XIV 

.Justifica tion rigoureuse rie la démon triltion 
précédente) . 

oit un pri me droit à bases carrée , ABr~ une 
de ses bases' . .... [un cylindre EZTl0 inscrit dans le 
1 ri me . n plan me né pat' le centre K d u cercle de 
ba e EZH e t un de côtés (f' ~') de la ha e oppo ée 
du pr isme co upe le ce rcle de base suivant le dia
mètre EH (parallèle à ~ / r' ) ... l Il détache du pri . me 
LoLal un prisme parli e l ( IIrr'E ~~') et d u cylindl'e 
Lotalun sa bol cylindriqu e : il s'ao'il de monlrer que 
c abo t vaut le s ixième du prisme lOlal. 

10 Je "ais monlre!" d'a bol'd qu'ou prut inscrire 
dans 1 sahot eylindrique el lui circ Il scrire deux 
so lide composés chacun d' une érie de p risme 
qui ont même bauleur eL po ur base des ll'ian o'les 
sem blables, so lides tels q u'on peul ramener leur 
diffé rence à ê ll'e plus pelile q ue toute gl'lwdeur 
donnée . 

1 Lcs mots qui sui"cnl (s'i ls sont hien déchifTl'és signifie
l'aient : " COll llll r Ic priS IIH' est a u pl'ismc, a in s i Ic ('c l'cle 
EZ II esl.. . n, n' qui n'olJrc point dc sens. Il se l·,lit exact, 
mais -ans intél'è l, dc dire que le prisme est au carré qui 
lui erl de base co mme le cylindre esl a u cercle EZH. 
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[Divisons (fig. 18) le diamètre HE en un nombre 
quelconque de parties égales; par chacun des poin ts 
de division, menons des parallèles M ,M, , .. . à KZ 
et par ce droites des plan perpendiculaires au 
plan de base K. Ces plan divisent le prisme par
tiel Hrr'E~.l' en une série de pri me élémentaires 
ayant même hauteur = MM. et pour bases des 
triangles rectangles égaux = M ' (voit' fig. 16). 
Il déterminent au i dan le sabot une série de 
sections en forme de triangles rectangles inégaux 
M8S', M,E,S', ... Considérons deux sections voi
sines et soit M,E, > MS. Projetons ::: sur M, , 
en ç, et S, sur M en ç, et formons dans les plans 
verticaux les triangles Mçç' = M,2,E'" M,E,ç', 
= MS2'. Le prisme élémentaire déterminé par les 
deux triangles égaux MSS'M,ç,ç', est évidemment 
contenu tout entier dans la sec Lion du sabot qui a 
pour base le trapèze curviligne M.3:S,M,. u con
traire le prisme élémentaire déterminé par les 
triangles égaux Mçç'M,2,S', contient tout enlière 
cette même section. En opérant de même pour la 
section suivante, on formera de même un prisme 
élémentaire M,S,S',l\1.ç.ç'. inscrit dans le sabot et 
un prisme élémentaire M,tt' M.:=:,S'. circonscrit e t 
ainsi de suile. i l'on compare le deux séries ains i 
formées, on verra que chaque prisme élémentaire 
de la série circonscrite a pour équivalent un pr'isme 
de la série in crile : ain i le prisme ciœo nscl'it 
MçM,E, équivaut au prisme inscrit M,:::. M.ç. de la 
section suiyanle'. Seul le d l'nier pri me circon
scrit 1,1 ,ZI( n'a pas d'équivalent dans la série 

, Cf. De Conoidihus, t9 (l, 311 Heiberg). 
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inscrite. La différence des deux séries se réduit 
donc . à ce seul prisme deux foi répéLé (dans 
chacun des deux quarts de cercle) . 01" , ce pl' isme 
peut être rendu au si peliL que l'on ve ut en mulLi
pliant le nombre de divi -ions du diumètre ll E et 
des plans verticaux' ; donc a u si la différence des 

H H 
M M N 
M, M, 
M2 Ml N2 

MJ NJ 
M4 I\f~ 

~ M, 1115 
K 

K 

E A E A 

Fig . 18. Fig . 19. 

deu ' séries d prismes élémentaire, c'es t-à-dil"e 
des deux olum con idérés, peut être rendue plus 
peLile que LouLe grandeur donnée. A plus forLe 
raison peul-on rendre plus peLiLe que louLe gran
deur donnée la différence de chacun de ces volumes 
et du sabot qui es t compri s entre eux . 

2° Je vais monLrer de même (fig. 19) que s i l'on 
trace l' arc de parabole HZ E inscri t dans Je dcm i-

Cf. E UCLIDE, É lom., X, 1. 
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cercle HZE, on peut inscrire et circonscrire a u 
segment parabolique IlZE deux éries de rectangl s 
élémentaires (correspo ndant aux pri mes élémen
taires de volumes du sabot dont la diffél'ence peut 
devenir plus petite que toute grandeur donnée. 

Chacun de plans sécanL verticaux de tout à 
l'heure détermine dan& le segment parabolique 
une trace MA,M.A" etc. Ce. lraces ont équidis
tantes et de grandeur crois anLe depuis H ju qu'à Z. 

i donc nous projetons A en À. sur M, "A, en À, 

sur M ••... et de même A, en À' sur MN, \ . en À', s ur 
M ••... , nous formons deux séries de rectangle : 
l'une enveloppante IIÀ.AM, MÀ'A,M

" 
' " l'autre enve

loppée IAÀ.M., M.A.À. 1 •... , et chaque recLangle de la 
série enveloppanLe équivaut au rectangle enve
loppé de la section suivante (In.AM = MAÀ,M.). 

eul, le dernier rectangle enyeloppant M.l .ZK 
resLe ans équivalent. La différence des deux séries 
e rédui t donc à ce recLangle élémen ta ire (deux fois 

répété), et comme, si le nombre de divisions du 
diamètre est suffisamment grand, on peut rendre 
c rectangle au si pelit qu'on veut, la différence 
des deux séries elle-même (et a fortiori la différence 
de chacu ne d'elles à l'aire du segment parabolique 
qu'elle comprennent en tre elles) peul être rendue 
plus peLite que loule grandeur don née. 

3° Le prisme partiel e tau olide inscrit (ou cir
conscril) au sabol cylindrique comme le rectangle 
IIr~E esl à la somme des rec tangles élémentaire 
in criLs (ou circonscrits) au segment parabolique. 

Con idérons d'abord le solide circonscriL(llg. 19). 
A chacun des pI'ismes élémentaires délerminés 
dans le prisme partiel par deux plan sécants con-
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écu tifs corre pond un prisme élémenLaire du 
solide circonscri t. Comparon deux de ces pri mes 
élémentaire correspondants lIN, B::: . Ayant même 
hauteur , ils sonL proportionnels à leurs ba e , c'cs L
à-dire aux triangles rectangles Ml " 132'. 

Or, on a vu (nO XIII) que : 

I.r.1I1 " M T 
lI'. 111:=::::" = MA; 

donc aussi : 

1 élém ent du prisme = MN = recl. liN . 
( ) élément du solide circonscrit MA rect. lIA' 

et aussi : 

(2) 
I: éléments du prisme (ou prisme partiel) 

I: élémen ts du sol. ci rc. (ou solide circonscrit) 

I: recl. lIN (ou recto HrAE) 
I: recto HA 

(cf. lemme IX). 
Pour le solide inscrit, la démonstration seraiL la 

même, puisque les triangles et les rectangles sont 
les mêmes deux à deux dans les deux séries. Tou
tefois, il fau t observer que, tandis qu'à chaque 
élément du prisme parLiel correspond un élément 
pri matique du solide circonscrit, en ce qui con
cerne le solide inscri t le premier élément de chaque 
demi-cercle (pri me H ) n'a pas de corre pondant 
dans le olide, et de même pour les rectangles. On 
devra donc écrire en toute r igueur : 

(3) 
(I: - 2) él. prisme _ (~- 2) recto HN 
I: él. olide inscrit - I: recto MX. 

Mais comme: 
él. prism recl. HN 

él. solide in crit = recto i\1À. ' 

6 
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on ne change pas l'exactitude de l'égali té (3) en 
ajoutant au numérateur du premier membre deux 
éléments prismatiques et à celui du second deux 
rectangles HN, et l'on retombe alors sur l'éga
lité (2) , 

Ces préliminaires posés, supposons d'abord que 
le sabot soit plus grand que 1. /6 du prisme total , 
c'est-à-dire que le prisme partiel soit moindre que 
3/2 du sabot, Si petite que oit la différence, il en 
résulterait que le prisme partiel est aussi moindre 
que 3/ 2 du solide inscrit dans le sabo t, car la dif
férence de ce solide au sabot peut être rendue plus 
petite que toute grandeur donnée, Or] le prisme 
partiel est à ce solide inscrit (3°) comme le rec
tangle Hr~E e t à la somme des rectangle élémen
taires inscrits dans le segment parabolique, Si do nc 
l'hypothèse était vraie, on aurait: 

.. ecl. IIr!lE < ~ 
~ recl. MA), M, 2 . 

Mais on a vu (Théorème 1.) que le rectangle TI r~ E 
vaut exacteme1Jt les 3/2 du segment de parabole 
lequel enveloppe la somme des rectangles MA\M , : 
il est donc impossible que ce rectangle vaille mo in s 
que les 3/2 de cette somme; [l'hypothèse es t donc 
fauss et le sabot ne saurait être plus grand que 
1.i6 du prisme total. 

Supposons maintenant que le abot oit pills 
petit que 1. '6 du prisme total, c'esl-à-dil'e que le 
prisme partiel soit plus grand que 3 ~ du sabot. i 
petite que soit la difI'érence. on montl'el'ait de même 
qu'il en résulte que le prisme partiel es t aussi plus 
grand que 3/2 du solide enveloppant le sabot. ] Mais 
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le pri sme partiel est à ce solide envelo ppant (3°) 
comme le rectangle TIf ~ E est à la somll1e des J'CC

tangles élémentaires ci l'conscrits a u segment para
bolique, On aurait donc: 

recl. 1Ir..~E R 
~ rect. m.Al\I > 2"' 

01' (Théorème i l, le rectangle vaut exactement 
les 3/ 2 du segment parabolique qui e t plus petit 
que la somme des rectangles enveloppants; il ne 
saurait donc valoir plus que les 3/2 dc celle somme: 
[donc l'hypothèse est faus e, 

Puisque le sabot ne saurait être ni plu grand ni 
plus petit qu e le sixième du prisme total, il vaut 
donc exactement le sixième de ce prisme, C, q, f. d, ). 

XV' 

il' on inscrit dans un cube deux cylindres ayant 
chacun se hases inscrites dans deux fac es oppo -
ées du cuhe et sa surface latérale tangente aux 

quatre autres faces, le volumc {armé par l'inter
section des deux cylindJ'es équi vaut aux deux 
tiers du cuhe, 

• La démon tra tion de ce théorème (dont l'énoncé a é té 
don né dan le préamhule) a péri en enti er, Je r ai l'es litu ée 
d'après l'analogie dcs démonstra ti ons précédentcs cl en 
m'in pirant des observa ti ons de Zenthcn, op , cil" p, 356, 
SlIi,' , Mais, l'o mm e il s 'agissait ici d'Ilo m OI'Cl'tlu cntièl'c
ment pCI'du , j'ai l'l'li pouvoir me rl'duirc (t l'cssellti el. sa ns 
l'hercher il reproùuire Ic déta il des l'ai sonncmenl s cl des 
ca lculs, tO l1 jours un peu long, cl' Archim ède, 
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Pl'Ollliàro démonstration (J1JécEw ique ). 

Supposons (fig. 20) que nos deux cylindres a ient 
des axes horizonlaux. Menons un plan verLical 
perpendiculaire à l'un de ces axes (rx) el pa ant par 
le cenlre K du cube, el que ce soi t le plan de la 

8 

Fig. 20. 

figure. Il coupera le cylindre ('X) selon le cercle 
ABr~, le cube eL le cylindl'e ( ~ ) selon le carré <I>WQ . 
Prolongeon AB, A~ ju qu'à leur inter ec tions E, 
Z avec XQ et complélon le rectangle EZIIA : ce 
sera une ection verlicale d'un prisme rectangu
laire, qui a même hauteur que le cube et pour 
base un carré de côté do uble. Le triangle A EZ t 
la sec tion "erlicale d'une pyramide à base carrée, 
ayant même base el même hauteur que ce pri me. 



Il 
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Pl'olongeons Ar de 0 = Ar et considérons r 0 
comme un leviel' ayant A pOUl' milieu fi xe . Menons 
un plan hOl'izontal IN : il co upe les de ux cylin dres 
elon deux rec tangle égaux qui ont eux-mêmes 

pour partie commun e un carré de côLé ::::0 qui 
coupe le cercle ABr ~ elon la corde :=:0. Ce même 
plan coupe le pri me elon un carré de cô té MN , 
la pyramide selon un calTé de côté llP . 

On a (cf. le théorème II ) : 

Mais: 

donc: 

A8 carré MN 
A~ = :::.~' + ïJï' = :::0' + jjp' = carré :::'0 + carré 11 Il ' 

c'est-à-dire que le carré i N, res tant en place , équi
libre par rapport à A les carrés 80 , llP transportés 
en (=, comme centre de gravité. Ce tte proposition 
res te vraie pour n'importe quelle position du 
plan M et, par con équent, pOUl' les sommes des 
trois espèces de carré intercepté par chacun de 
ce plans . Donc, en to tali ant , le pri me ( om me 
de carrés M ) re tan t en place équilibre la pyra
mide (somme des carrés llP) et le volume commun 
aux deux cylindres (somme des carrés ::::0 ) trans
portés én 0 comme centre de grav ité commun . Le 
pri sme ayant évidemment pour centre de gravité K, 
on doit donc avoir: 

prisme _ 0A 
pyramide + volume co mmun - KA = 2. 
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La pyramide vault '3 du prisme, donc; 

. 2 prismes 
prisme = 3 + 2 vol. comm. , 

d'où: 

1 
1 . 

vo . comm. ="6 prisme: 

et comme le prisme vaut quatre fois le cube: 

2 
vol. comm. = 3 cube. C. q. f. d. 

Deuxième démonstration (géométrique) . 

Soit, commeprécédemmenl, une ection verlicale. 

A 

K 

.n r x 
Fig. 21. 

Menons (fig. 21 ) le triangle <1)1(\11': ce sera la sc li on 
verticale d'une pyramide ayan t son ommcl cn 1( e l 
pOlir base un dei; carrés du cube. Un Ilan hOl'i-
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zontal AP coupera le cube selon un carré de côté AP , 
la pyramide selon un carré de côté 1 0, le volume 
comm un elon un carré de côté Mil. On a : 

§;K' + Sïr = (KIT' = K~' =) sp'; 

et, comme 31( = 3N, on a : 

SN' + SU' = SpI. 

C'est-à-dire: 

carré ( 0) + cané ( Ill ) = carré (AP). 

Cette égalité étan t vraie pour n 'importe quelle 
position de la parallèle AP, on a, en sommant: 

~ carrés NO + ~ carrés MU = ~ carrés AP, 

c'est-à-dire: 

2 pyramides <I>K'Y + volume commun = cube <I>'YXU·. 

Et comme la pyramide e t le 6e du cube: 
2 2 

volume comm. = cube -"6 cube = 3 cube . C. q. f. d. 

RemRrque. 

Considérons toujours les deux cylindres horizon
taux (fig. 22 et 23). On a v~ W' démonstration) 

• Le passage de l'égalité des mfaces des section à l'éga
li té des volum es cs t éviùemment san rigueur, mai inspiré 
de raisonn ements analogues d'At·chimède . li serail, d'ail
leu t·s, facile de donner au raisonnement plus de précis ion 
en déco mposant la pyramide el le oli de en deux ' éries de 
pl'ismes carrés insCl'it et circonscrits, dont leurs volumes 
ont les lim ites respectives (cf. la Ll'oisième démon Lration 

du théo rème p"6cédent). 
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qu'une série de plans horizontaux les coupent 
selon deux rectangles qui ont pour partie commune 
un carré. Ces carrés vont en croissant depuis le 
point (fig. 22) - auquel se réduit l'intersection des 
génératrices dans le plan Ar - jusqu·au carré E~Y)O 
correspondant à la section médiane, puis en dimi
nuant de nouveau jusqu'au point N', cenlre de la 
base EZ H@. Le solide commun' est formé par la 

~ 

/ "1 

/~~ _::} (t-< H 

./ â · ....... ::.:;.~r ............ y 

.. 
E z 

Fig. 22. 

superposition de tous ces carrés. Les sommets de 
tous ces carrés, c'est-à-dire lEis arêtes du solide 
commun, sont (fig. 22) dans les plans B~0Z el 
ArHE. Ces deux plans décomposent le solide com
mun en quatre porlions de cylindre. Si nous le 
coupons par les deux plans verticaux médians du 
cube, Œ~7Ô, Àxp-v, chacune de ces portions de cylindre 
se décompose en deux sabots ou onglets, pareils à 

1 Il a la forme dile en archileclure " voûle d'arêtes 01 ou 
" voille de cloilre n . 
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ceux du théorème XI, égaux et ados és deux à deux 
par leur ba e : tel est, pal' exemple 'l)NN'A (fig. 23), 
(où l'on peut remarquer qu e 'l)' es t une demi 
ellipse inclinée à 45° sur le plan 'AN'.) Chacun de 
ces sabots, en vertu du théorème Xl, est égal au 
1/ 6 d'un pal'allélépipède ayant même base que le 
cube et demi-hauteur, c'est-à·d ire moitié du cube. 
Chaque sabol vaul donc 1/ 12 du cube, el comme le 

1"- : ,}, .···7 
1" : 

.,/ ~ 
1" ; 

1" ; ~ i": 

'~ ~ ,.' : 
.... : 4 

IL 
V 5 ; ~ 

' V " -'" 
:V6 ; " I.i' '. 1. " t M ~ 

Fig. 23. 

sol id e e décompo e symétriquement en huil sabots 
pareils , le volume total l'eprésenle le 8/ 12, c'e l-à
dire les 2/3 du cube.] 

NOTE ADDITION ELLE 

Le volumes calcul é dans le lh éo rèmes XI - XV ont é té 
é tudié, indépenda mm ent d'Archimède et même - préten
dait-ii- à l'encontre d'Al'chimède, par le com te Léopold Hugo, 
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neveu du poèle, dans une série de brochures (i8~ 1-i815) que 
résume l'ouvrage récent de E. FOUl'rey, Curiosités géomé
triques (Vuibert et 'ony, i901), p. 3i9 el suiv. Voici un aperçu 
de la méthode suivie. 1° Volume du . .,JhfJl (Hugo dit : nn(J}pt) 
cylindrique. Considérons d'abord un cas spécial (fig. 24) : 
c'est l'onglet de rayon R, dont la hauleur CD serait égale à 
la circonférence 21tR. On plan perpendiculaire à AB déter
mine le triangle rectangle GEF, emblable à DOC. On a donc 

Fig, 2i, 

D ~;=gg=27f, d'où GF =2" EF. Pal' 

B 

conséquent , l'aire du triangle GEF 
(EF X 1/ 2 G F) = " E~", c'est-à-dire le 
cercle de rayon EF. tii l'on divise par 
une séri e de plans analogues l'onglet 
en volumes élémen taires, assimilables 
à des prismes de base EFG. E'F'G', 
ocn, etc., la relation ci-dessus permet 
de remplacer chacun de ces prismes 
par un cylindre ayan t même hauteur 
que le prisme et pour rayons de ba e 
les segments EF, E'F', .. . , OC, e tc. La 
somme de ces cylindres élémentaires 
est une ph ère de rayon R; donc au si 
le volume V de l'onglet = 4/ 3 1t U'. -
Soit maintenantunonglet quelconque \', 
de rayon R et de hauteur h. Compa
rons-le à l'onglet V de mêm e ba e 
et de hauteur 27f R. Les Lt"iangles de 

section ayant même bast' sont entre eux comme leurs 
hauteurs; il en est de méme des volumes élémentaires el, 

h 
pal' su ite, des onglets. Donc l' = V 21tR = 2/3 n Oh [il est 

facile de voÏl' que cette expression équivaut bien il ce lle 
d' l'chim de, puisque le prisme à base carrée du lhéOl'rme 
Xl-XIV a pour côlé de base 21{ et pOllr hauleur h, dunc 
pour volume ~H'h, c'est-8.-dire 6 foi s l'onglet], 2° Volume 
du solide fOJ'mé p:lr la pénétration de !il cylilldJ'es cit'cu
laircs dont les bases sont inscrites dans les faces oppo ées 
d'un cuhe, Ce solide est appelé par Hugo équidomofdc il 
base - ou plulùl il ,~ccli01l médiane - carrée; il cons tl'uit 
tl e même, en envisageant, au lieu d'un cubC', un pl'isme 
lriangulaire, pentagunal elc., des équidollloï~es régulier' à 
" base" triangulaire, !ll'nlngonule, etc. - R élant le rayo n 
du cercle de base, 2i1 J'nrÎ'le du cube, l'équidollloïdc à busc 
carrée, composé de 8 onglets ayant R pOUl' rayon de ba e et il 
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pour bauteur , a pOUl' volume 8 X 2/ 3 R'" ou, puisque R = b, 
i 6 3" h'. Le cube ayant pOUl' volum e (2b )' = 8b', l' équidorn oïd e 

vaut bien les deux Li ers du cube. On démontre facil ement 
que. s i n ~ .• , lu ba ... • [ ecli on médiane], Il la bauteur cie lout 
équidomoïde régulier , 00 volume a pOUl' expres ioo 2/3 
BH. 

Théodore Reinach . 
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