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Sur le principe du tiers exclu.

Une proposition est ou bien vraie ou bien fausse. C'esl la le
principe dw liers exclu qui passait depuis Aristote pour une des
lois de lout raisonnement el qui conserve un caraclére d'extréme
évidence au regard du sens commun. Mais il arrive toujours un
moment ot les évidences du sens commun sont mises en doule
par quelques scepliques exigeants en matiére de preunves. Clest
M. L.-E.-J. Brouwer qui a pris cetle allitude vis-a-vis du Liers.
Il l'estime incertain et veut reconstruire 'ensemble des malhéma-
tiques pour les expurger de tout recours an principe désavoué.
C'est 12 une tiche héroique et presque désespérée, mais qu'il
poursuit avec vigueur.

Or, dans les fondements mémes de sa construclion, nous avons
découvert une contradiction formelle. La démonstlration en a été
communiquée & I'Académie royale de Belgique dans sa séance du
8 janvier 1927 (*), et a porté I'émoi dans le camp adverse. Non pas
chez le maitre, qui s’est renfermé dans un silence unissant les
avanlages de la dignilé et de la commodité, pour ne pas parler de
ceux de la prudence. Mais chez les disciples, de qui nous avons
recu une avalanche de lettres, dont nous les remercions ici
publiquement. Cing travaux déja ont été imprimés pour réfuter le
notre (*). Nous voudrions les passer en revue et montrer cue leurs
arguments n'alteignent en rien la validité de notre raisonnement.
Mais avant de le faire, nous allons résumer briédvement la méthode
que nous avons suivie.

(*) Bulletin de la Classe des Sciences, 1927, pp. 56-71.

(*) Aumoment ou nous rédigions le présent article, nous n'avions pas
connaissance du travail de M. Dresden, publié dans Bull. Amer. Math,
Soe., XXXIV, 4, 1928. Il nous parait d'ailleurs que les arguments déve-
loppés ici répondent suffisamment 4 ses objections.



Bien que M. Brouwer considére la logique comme un simple
sysléme de régularités de langage, il croit cependant qu’il est
possible el qu’il est ulile de donner aux principes logiques une
formulalion exacte. Il I'a tenté & plusieurs reprises (). Il conserve
le principe du syllogisme : Quand wune proposition en implique
une aulre el que celle awlre en implique une lroisiéme, la
premiére implique la (roisiéme. 1l conserve aussi le principe de
double négation, tout au moins sous l'une de ses deux formes
possibles : Une proposilion implique la [ausselé de sa [ausselé
(ou, si 'on-veul, de sa négalion). Remarquons qu’il rejetle I'autre
moilié du principe classique de double négation, & savoir que de
la fausselé de la négation d’une proposilion, on peut conclure &
la vérité de celte proposition. Il garde encore le principe de
transposition : La fuusselé de la conséquence implique la fausseté
de la prémisse.

Pour faire nolre démonstralion, nous avens, naturellement,
adoplé ces poslulats. Nous avons da y joindre — par souci
d’énoncer lous les principes sur lesquels nous nous appuyions —
quelques régles concernant les conjonclions «et » et « ou », dont
il semble qu'aucun raisonnement ne puisse se passer. Puis, nous
avons fail les deux assomplions suivanles: 1°) Il ewisle réellement
aw moins wne proposition ni vraie ni fausse, ce que nous con-
venons d'appeler désormais une proposition lierce; 2°) le principe
du quart exclu: Une proposition ne peut élre que viaie, fausse
ou tierce (%).

Dés lors, par de simples opéralions logiques, loules légilimées
par un des axiomes énoncés, nous avons abouli au dilemme
suivant :

Ou bien p' impligue ~ p, ow bien p implique p',

(1) Notamment dans Intuwitionistische Splitsing van mathematische
Grondbegrippen, K. Akad. van Wet. Amsterdam, deel XXXII, n* 9,
pp. 877-9.

(*) Ces deux assomptions ayant été attaquées dans les travaux discutés
ci-aprés, nous prions le lecteur de réserver son jugement sur leur
légitimité jusqu'au mowment ol nous la discuterons.
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ou p signifie: La proposilion p est vraie; ~ p: La proposilion
p est fausse; et p' : La proposilion p est tierce. Pour traduire
celte conclusion en langage courant: ou bien gquand une propo-
sition est tierce, elle est fausse, ce qui est évidemment contradie-
toire ; ou bien quand elle est vraie, elle est lierce, ce qui est
égzalement impossible.

La supposition d'existence d'un éfat tiers pour une proposition
quelconque aboulissant & une contradiction, nous en concluons
qu’il est impossible qu’il existe une proposition tierce, ce qu’on
exprime en disant que toule proposilion est vraie ou fausse —
principe du tiers exclu

Remargquons que nous n'avons fait, sur la signification des mots
vrai et fawr, aucune hypolhise, de sorle que notre démonstration
est applicable, quelle que soit linterprétation que 'on donne de
ces lermes.

II.

M. Lévy, dans une note communiquée a4 1'Académie royale de
Belgique, an cours de sa séance du 3 mai 1927 (!), a conslruit une
interprétation de la logique brouwerienne qui échappe i toule
contradiclion. Mais s'il est parfaitement vrai qu’il évite I'écueil que
nous avons signalé, ¢’est an prix d’une divergence radicale avec
les idées mémes de M. Brouwer. Comme certains passages de celle
note pourraient donner & croire au lecteur non averli qu’elle
conslitue une réfulation de la notre, et que, de plus, M. Afsiti-
dysky (*) s’en est servi dans le méme but, nous voudrions établir
clairement la différence qui existe enlre nos points de vue. M, Lévy
laisse aux propoesilions lear vérilé ou leur fausseté habiluelles,
mais il définit en méme temps une vérité et une fausselé dilfé-
rentes qqu'il appelle «brouweriennes » : sont vraies les propositions
dont il est possible de fournir une démonstralion ; fausses, celles
qu’il est possible de réduire & une contradiction.

Celte interprétation a le mérite d’'une extréme simplicité. De
plus, elle ne peul lomber sous le coup de nolre démonstration, car
elle rejelle implicilernent nolre principe du guart exclu. Nous
avons affirmé qu'une proposition est toujours vraie, fausse ou
tierce. Mais que signifie, & présent, la lroisitme de ces alternatives?

(1) Bulletin de la Classe des Sciences, pp. 256-66.
(?) Bullelin de la Classe des Sciences de I’Académie royale de Belgique.
Séance du 9 novembre 1927, pp. 724-30.



s

Pour qu'une proposition soil vraie, il faut qu’elle soit démontrable;
pour qu’il goit vrai qu'une proposition soit tierce, il faudrait done
qu'on pat démontrer qu'elle est tierce. Mais si elle élait lierce et
g’il n'élait pas possible de le démontrer? Nous serions dans une
quatriéme alternalive, possible évidemment, et qui démenlirail le
postulat du quart.

Que cetle interprétation ne concorde pas avec la pensée de
M. Brouwer, apparait immédiatement. M. Brouwer rejelle, en ellet,
la réciproque du principe de double négalion : nier qu’une propo-
silion soit fausse n'est point, pour lui, affirmer qu’elle soil vraie.
M. Lévy écrit, au contraire (*): « Dans la logique brouwerienne,
on peut affirmer que l'affirmation brouwerienne équivaul exacle-
ment 4 la double négation brouwerienne ». Une proposilion est
donc exactement équivalenle & la négation de sa négation. Les
postulats de la construction de M. Lévy sont donc en contradiclion
avec ceux de M. Brouwer.

De plus, on peut établir facilement cue la vérilé de M. Lévy —
c’est-A-dire le démontrablement vrai — ne coincide pas avec la
vérité de M. Brouwer: elle est notablement plus large. M. Brouwer,
en effet, est un intuilionniste. Pour lui, toules les mathémaliques
découlent d’une intuition a priori. Voici un passage qui I’établit
clairement (*) : « Quelque affaibli qu’apparail, aprés cefte période
de développement des mathémaliques, l'intuitionnisme, il a repris
des forces en abandonnant la théorie de Kant concernant I'apriorité
de l'espace, mais en affirmant, avec d'autant plus de décision,
I'apriorité du temps. Ce néo-intuitionnisme considére le morcelle-
ment du cours de la vie en parlies qualitalivement différentes qui,
séparées seulement par le lemps, peuvent 4 nouveaun se réunir —
comme le fondement de l'intellect humain ; et I’'abslraclion de ce

(1) Page 262 des Bulletins.

(?) Intuitionismegen Formalisme, dans « Wiskunde, Waarheid en Werke-
fijkheid ». Groeninghe, 1919, p. 11: « Hoe zwak na deze ontwikkelings-
periode der fwiskunde let intuitionisme ook scheen te staan, het heeft
zich hersteld,fdoor van de:tllem'ie'i'\'"a_:l_liani de aprioriteit der ruimte prijs
te geven, doch aan de aprioriteit van den tijd des te vasilieradener vast
te houden. Dit neo-intuitionisme ziet het uiteenvallen van levensmomenten
in qualitatief verschillende declen, die alleen gescheiden door den tijd
zich weer kunnen vereenigen, als oergebeuren in het mensechelijk intellect,
en het abstraheeren van dit uiteenvallen van elken gevoelsinhoud tot de
intuitie van twee-eenigheid zonder meer, als oergebeuren van het wiskun-
dig denken.
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morcellement de chaque contenu de conscience en intuilion de
duoalité-unité, sans plus, — comme le fondement de la pensée
mathémalicque ».

On voit done que M. Brouwer assigne au savoir malhématique
une origine bien déterminée. Ce savoir découle de Iintuilion
originelle du lemps. On va voir maintenant dans les lignes sui-
vantes qu’aucune portion des mathémaliques n'est indépendante
de celle intuition (') : « Il s’ensuit que ce ne sont pas senlement
les propositions de l'arithmétique qui doivent, en vertu de I'apri-
orité du temps, étre qualifiées de jugements synthétiques a priori,
mais aussi celles de la géométrie et non-seulement de la géomélrie
élémentaire & deux et 4 trois dimensions, mais aussi des géométries
non-euclidiennes et des géométries & n dimensions. D’ailleurs,
depuis Descartes,on a appris & ramener successivement chacune de
ces géomélries, par le moyen des coordonnées, a I'arithmétique ».

Aprés cela, que peul élre la signification du mot vrai pour
M. Brouwer ? Evidemment, le vrai, c'est tout ce qui découle de
Pintuition originelle. On voil que la notion de démonstralion
n'a rien 4 faire ici. Sans doute, les conséquences de l'intuition
originelle seront nécessairement rattachées & leur principe par
une série de démarches rigoureuses ; mais ce n’est 14 que queslion
de méthode, méthode que le formaliste praticque d’ailleurs exacte-
ment de la méme maniére. Toute la différence qu’il y a entre
intuilionniste et formaliste réside dans l'atlitude qu'ils ont vis-3-vis
des principes de la science. Pour le formaliste, ce sont des postu-
lats arbitraires ; pour M. Brouwer, ils doivent éire garanlis par
'intuition fondamentale.

De plus, une théorie rigoureusement démontrée peut demeurer
gans valeur pour M. Brouwer (%) : « On peut ne pas désespérer de

(1) Hiermede echter zijn op grond van de aprioriteit van den tijd niet
slechts de eigenschappen der rekenkunde ‘als synthetische oordeelen a
priori gequalificeerd, doch ook die der meetkunde, en wel niet slechts
der elementaire twee en drie-dimensionale, doch ook der niet-Euelidische
en der n-dimensionale. Immers sinds Descartes heeft men achtereenvol-
gens al deze geometrietn door middel van codrdinaten-rekening op de
rekenkunde leeren terugvoeren (Ibid).

(2) Brouwer : Ueber die Bedeutung des Satzes vom Ausgeschlossenen
Dritten. Journal de Crelle. T. 154, p. 3

« An der Erreichung dieses Ziels braucht keineswegs verzweifelt zu
werden, Aber damit wird kein mathematischer Wert gewonnen sein: eine
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ce but (rendre le langage mathématique non contradictoire). Mais,
si I'on y parvient, I'on n'aura gagné par la aucune valeur mathé-
malique. Une théorie injustifiée que l'on ne peut réfuter par
aucune contradiclion, n’est pas pour cela moins injustifiée. De
méme qu'une polilique criminelle que ne peut arréter aucune
justice répressive, n'en est pas moins eriminelle ».

Nous pourrions montrer pareillement que la nolion de liers
de M. Brouwer ne correspond pas davantage a celle que M. Lévy
a déterminée. La nolion de postulat qui fait partie intégrante du
tiers de M. Lévy, reste étrangére aux mathématiques lelles que les
concoit le savant hollandais. Le postulat n’est pour lui qu'un fait
de langage.

Mais nous nous en voudrions d’insisler sur cette diflérence de
points de vue, que nous n'avons d'ailleurs abordée que parce
qu'elle nous permettait de préciser sur cerlains points l'attitude
de M. Brouwer. M. Lévy, dans le résumé de la note citée, publié
par M. Borel ('), a pleinement reconnu les divergences entre sa
pensée et celle de M. Brouwer :

« J'indiquerai d’abord que, si mes résullats sont trés diflérents
de ceux de MM. Barzin et Errera, cela tient & la différence de nos
points de vue; il n’y a, contrairement & ce que certains passages
de ma note citée peuvent faire croire, aucune contradiction essen-
tielle entre eux et moi ». Et plus loin: «Il faut bien convenir
qu'aucune de ces logiques (celles qu’a construiles M. Lévy) n’est
exactement celle de M. Brouwer, et cela est heureux pour leur
développement ultérieur, car MM. Barzin et Errera ont montré
que celle-ci aboutit forcément & une contradiclion, Pour ma part,
je ne crains ancun reproche de ce genre ».

Aprés ces déclarations, il nous semble que nous pouvons ne pas
nous occuper davantage des conslructions fort intéressantes de
. M. Lévy, ni du travail de M. Afsitidysky qui y est étroilement
relié (*).

durch keinen widerlegenden Widerspruch zuhemmende unrichtige Theorie
ist darum nicht weniger unrichtig, sowie eine durch kein reprimierendes
Gericht zuhemmende verbrecherische Politik darum nicht weniger verbre-
cherisch isf ».

(!) Emile Borel. Lecons sur la Théorie des Fonctions. Gauthier-Villars,
Paris 1928, p. 285.

(%) Sauf pourtant une remarque judicieuse que l'on trouve relevée a
I'appendice II du présent article.
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I1I.

Une ecritique plus perlinente nous est venue d'Amérique.
M. Alonzo Chuarch, dans le Bullelin of the American Mathematical
Sociely (1), reconnail que notre démonstration est parfaitement vala-
ble contre une logique qui postule le principe du quart exclu el
I'existence de propositions lierces. Mais elle reslerait sans efficacité
conlre d’autres logicques : 1°, celle qui rejelte les principes da tiers
et du quart exclus et admet l'exislence de proposilions lierces ;
2, celle qui rejetle simplement le principe du liers exclu, sans
admellre cependant 'exislence de propositions tierces.

L’arlicle de M. Church souléve, en oulre, une foule de questions
intéressantes sur lesquelles nous lui sommes reconnaissants de
nous fournir 'occasion de nous expliquer. Toul d’abord, la défini-
tion du Liers lui-méme : nous 'avons défini comme ce qui n’est ni
vrai ni faux. M. Church ecraint que celle maniére de faire ne
rejelle, en méme lemps que le principe dua tiers exclu, le principe
de contradiction. En eflet, dit-il, le non-vrai c’est ~ p. Le non-
faux, c'est ~ (~p). Or, afficmer & la fois ces deux proposilions
dans la définition du tiers revient & aflirmer la vérité el la
fausselé de la proposilion ~ p.

Deux idées ici sont confondues, I'idée de fausselé el I'idée d'ex-
clusion hors d'une classe. Quand nouns faisons une classificalion
quelconcue, si nous voulons élre siirs qu’elle soit exhaustive, il
est prudent de procéder de la mani¢re suivanle : aprés avoir
caractérisé un certain nombre de groupes par des propriélés posi-
tives, nous rejellerons toul le résidu dans un dernier groupe qui
n'aura pas de propriélés spéciales, sinon que ses membres ne
posséderont aucune des propriélés qui les auraient fait ranger
dans une des premicéres divisions. Il en va de méme de la classifi-
cation logique. La logique classique reconnait un vrai, qu'elle
caraclérise par une propriélé positive, la correspondance & une
réalité extérieure, par exemple ; puis, le non-vrai ou faux, c’est-a-
dire toul ce qui ne posséde pas ce caraclére. D'autres fois, et plus
spécialement en mathématiques, elle caraclérise le faux par une
propriété posilive, la conlradiction ; et dés lors, le vrai est pour
elle le non-faux.

Si maintenant nous définissons le vrai et le fanx chacun par une
qualité posilive, il pourrait y avoir un résidu dans notre classifi-

(}) Janvier-féyrier 1928,
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cation. Ce résidu sera le liers, qui pourra se définir comme
étant le ni-vrai ni-faux.

M. Church pense que ce faisant nous employons deux espeéces
de nézations dans le méme systéme de logique : le ni de l'expres-
sion ci-dessus et le faux. Mais ces deux nolions radicalement
distinctes, nous en avons rézglé rigoureusement l'emploi. Nous
pouvons done en user simultanément sans inconvénient. L’idée de
fiusselé, nouns 'avons, pour raisons de généralilé, laissée indéfinie.
L’idée d'exclusion hors d’une classe (ni, ne.... pas, non) est définie
simultanément par le principe de conlradiclion el par le principe
du quart exelu. Ce qui n'est pas vrai, c’esl le tiers on fauax. Ce
qui n'est pas faux, c'est le liers cw vrai. Si l'on affirme main-
tenant qu’une proposition (uelconque n'est & la fois ni vraie ni
fausse, cela signilie qu’elle est & la fois lierce ou fausse, el lierce
ou vraie. Elle ne peut élre, par conséquent, que lierce, et il n'y a
la aucune espéce de difficullé.

Et que M. Church ne reproche pas a notre définilion d'étre
circulaire : le non-vrai est le fiers ou faux; le fiers est le
non-vrai et non-faux. Un systéme de postulals ne fait jamais
autrement. 1l définit des lermes par des proposilions contenant
ces lermes.

Maintenant, nous allons essayer de monlrer que quelqu’un qui
admet l'existence de proposilions lierces doit, par le fait méme,
admellre le principe du quart exclu. Supposons qu'il exisle
plusieurs espéces de propositions lierces. Il nous est toujours
loisible de les considérer comme ne formant qu'une classe, que
nous appellerons le tiers, et, moyennant cette convenlion, il n'exis-
tera plus que des proposilions vraies, des proposilions fausses
et des proposilions tierces.

M. Church craint que celle facon de procéder ne nous accule
4 vn paradoxe apparenlé a celui de Burali-Forli :

« En employant p' pour signilier p est (liers, il parait vrai-
semblable que (p’)’ ou p'' constituerait une qualriéme possibililé,
(p'")', une cinquiéme possibililé, et ainsi de suitle. En unissant
toutes ces possibililés en une seule sous un nom nouveau, metlons
p*, nous avons alors & compler avec la vraisemblance que (p*)
donne encore une autre possibililé que nous pouvons désigner
par l'ordinal transfini w ; et aprés cela, nous avons 4 compter avec
une possibilité w', et ainsi de suite, si bien qu’en derniére analyse,
nous atteignons n'importe quel ordinal transfini donné. Toute
tentalive pour unir toules ces possibililés en une doit élre regardée
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comme extrémement douteuse A cause de sa liaison avec le para-
doxe de Burali-Forli concernant le nombre ordinal de la suile de
tous les ordinaux transfinis ».

En unissant les diflérentes espéces de tiers, quelles qu'elles
soient, on ne court, quoi qu'en pense M. Church, aucune chance
de tomber dans ce paradoxe. La nolion qui améne Burali-Forti &
contradiction, c'est la nolion de nombre ordinal de la classe de
fous les ordinawx. Mais il n'y aurait absolument auncun danger
ni aucun paradoxe a déclarer, par exemple, que lous les nombres
ordinanx sont ordinaux. De méme, quelles que soient les possibi-
litds d'infinie variild de proposilions lierces, nous ne risquerions
jamais rien 4 afficmer que toutes sont lierces.

Mais nous n’avons méme pas besoin de cela, car nous ne parlons
jamais de toules les propositions tierces. Une seule nous suffit,
dont nous devons pouvoir dire qu’elle est tierce, dans le trés
modesle sens de ni vrai ni faux, tel que nous l'avons défini
plus haut.

Le paradoxe de Burali-Forli une fois hors cause, il ne reslerait
qun'une seule raison pour rejeter le cuart exclu : ce serait de
donner du motl /iers une définition positive — ce que M. Brouwer,
d'aillears, ne fait jamais. Alors, sans doule, on courrait le danger
d’avoir une classification non exhaustlive et il faudrait prévoir un
quart. Méme dans ce cas, notre démonstration liendrait. Il suffirait,
pour 'appliquer, de délinir provisoirement les Lrois symboles
Py ~p, P’y de la maniére suivante : p signifierail: la proposilion
p est vraie; ~p, la proposition p est fausse ou tierce; p', la
proposition p est quarte. La conclusion serail alors que la notion
de qnart est contradictoire et qu'il faut 'éliminer, Le principe du
quarl exclu serail ainsi démontré et l'on recommencerait la
démonstration, celte fois telle que nous I'avons construile, pour
démonlrer & son tour le principe du tiers exclu. Ainsi, quelles que
soient les possibililés envisagées, on peul les éliminer une a une
et de proche en proche (').

Il semble done qu’il n’y ait pas moyen de refuser le principe
du quart execlu si I'on admet la possibilité de propositions tierces.
Les brouweriens impénilents devront donc se réfugier dans la
seconde alternative que leur ouvre M. Church : rejeter le principe

() Ce raisonnement ne vaut évidemment que pour un nombre fini de
possibilités : vrai, faux, liers, quart... Mais qui done ira croire au quint?
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du tiers exclu sans cependant croire 4 'existence de proposilions
tierces. Mais cette allitude est-elle vraiment possible? §'il n’y a
pas de propositions tierces, pourquoi modifier notre logique?
Pourquoi sauler & cloche-pied quand il est possible de marcher ?
Ce n'est qu'an cas oit nous admeltrions vraiment la possibilité de
I'existence réelle de propositions qui ne seraient ni vraies ni
fausses, que nous serions tentés d’abanlonner I'exclusion du tiers.
Nous avons démontré qu'il n’en existe pas. Il faul done ou bien
démolir notre démonsiration, on bien laisser loul le monde
raisonner en paix selon les canons Lradilionnels.

Ajoutons un argument qui ne manque pas d'une certaine:im-
portance historique. Il n’est peul-étre pas quatre mémoires de
M. Brouwer ou ce dernier ne fournisse des exemples de proposi-
tions tierces. Consultons au hasard Parlicle du Journal de Crelle
déjia cilé. Nous y trouvons, 4 la page 3, un exemple de tiers; a la
page 4, Irois exemples de proposilions ni vraies ni fausses; a la
page 6, un cinquiéme exemple. Aprés cela, pourrait-on prétendre
encore que M. Brouwer n'assume pas l'exislence de tiers bien
réels ?

IV.

Abordons mainlenanl une autre note communicquée a I’'Académie
royale de Belgique dans sa séance du 21 avril 1928 (') et qui a
pour auteur M. Glivenko. Ce travail nous a fait passer par d’émou-
vantes alternatives.

Nous avons été d’abord désolés en lisant le paragraphe limi-
naire : l'anteur déclarait que la base méme de nolre crilique du
brouwerisme étail fausse.

Puis nous avons eu une grande joie en apercevant la raison
pour laquelle M. Glivenko eslimait nolre démonstralion dénuée
de fondement. C’élait, en eflet, parce que, selon lui, et il le
démontrait, il n’existait pas de proposilion lierce. Or, qu'avions-
nous voulu prouver d’autre? En admellant méme gne sa démon-
stration rendit la ndlre sans emploi, il nous restait la satisfaction
trés vive d'avoir entrevu une vérilé a laquelle il avait découvert
un acces plus direct. De plus, comme, malgré toul, nous ne
parlagions pas lout-i-fait son avis sur la valeur de nolre travail,

(') Bulletins de la Classe des Sciences, pp. 225-8.
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— pelile vanilé d’auteurs — nous avions la douce conviction
quavec deux démonstralions correctes établissant toules deux le
principe du tiers exclu, la cause serait désormais entendue et
les mathématicques libérées définitivement des redoutables fan-
tbmes évoqués par le magicien hollandais.

Hélas ! aprés celle grande jole, est venue une déceplion amére.
Nous avons lu le travail de M. Glivenko de plus prés. Et nous y
avons trouvé d'étranges choses.

L.a premiére élait un lemme formulé de la fagon suivanie : « La
proposition : la proposition p ou NoN-P (') est fausse est fausse »,
C'était la une interprétation assez libre du passage sunivant de
M. Brouwer : « Une applicalion injustifiée dun principe duo tiers
exclu aux propriéiés de systémes malhématiques bien construits
ne peul jamais conluire 4 une contradiction » (*). A celle inter-
prélation, nous doulons que M. Brouwer se rallie, car elle contient
une contradiclion immédiale. En eflfet, s'il est faux de prétendre
que le principe dun tiers exclu soil faux, c'est qu'il n’existe pas
de proposilion lierce. Car s'il existait une proposition lierce,
cette existence impliquerait la fausselé du principe dn tiers. Mais
que devient alors le principe du tiers? Il n’est pas faux, M. Glivenko
nous l'affirme. Il n’est pas vrai non plus, M. Brouwer nous l'a
redit avec fréquence. Alors, n'élant ni vrai ni faux, il ne peut
étre que tiers. Exislerait il done une proposition tierce? Mais alors,
le lemme de M. Glivenko ?

Mais ce n'est pas tout. Vers la fin de la démonslralion, on
trouve une pétition de principe, d'ailleurs avouée avec une ingé-
nuilé charmanle. M. Glivenko postule, en effet, que lorsqu'une
proposition est tierce, il est faux qu’elle soit vraie. Et il écrit ceci:
p' implique ~ p, ce qui doit se lire, en bonne logique, « quand
wne proposilion est lierce, elle est fausse». 11 lrouvera naturel-
lement, aprés cela, une contradiction deux lignes plus loin. Com-
bien, par ce postulat ingénieux, s'est-il épargné de peine ! Il nous
avait fallu trois pages de longs calculs pour arriver au méme

(1) Le lecteur reconnait dans la proposition p ow non p, le principe du
tiers exelu.

(?) Brouwer. Ueber die Bedeutung des Satzes vom Ausgeschlossenen
Dritten. Journal de Crelle. Tome 154, p. 3 :

« Unberechtigte Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten
auf Eigenschaften wohlkonstruirter mathematischer Systeme kann ndhm-
lich nie zu einem Widerspruch fithren ».
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résultat! Il est vrai que nous nous étions interdit de confondre
le non-vrai avec le faux.

Aprés cela, le lecleur jugera, avec nous, qu’il est inutile de
g'appesantir davantage sur le travail de M. Glivenko.

Une note de M. Kintchine, communiquée 4 'Académie royale
de Belgique, en sa séance du 21 avril 1928 ('), atteinl un résultat
infiniment plus intéressant et qui fait faire au débat un pas
nouveau. Il démontre, en effet, d’'une fagon parfaitement correcle,
qu'on retrouve dans la logique classique la méme contradiclion
que nous avons trouvée dans la logique brouwerienne. Irréfuta-
blement, il établit la formule suivante :

ou bien p implique ~ p, ou bien ~ p implique p.

C’est-a-dire, quand une proposition est vraie, elle est fausse, ou
bien quand elle est fausse, elle est vraie.

Ceci a tout l'air d’'une contradiction. Ce n’en est pourlant pas
une. Ce résultat est connu depuis trés longlemps ; il se trouve déja
dans Frege et dans Russell, au moins en substance. Pour le bien
comprendre, il faut éclaircir le sens de la notion d’implicalion.
Cette analyse a été faile pour la premiére fois, 4 nolre connais-
sance, par Frege, au plus tard en 1893 (*). On nous excusera d’'en
donner ici un bref exposé.

On sait que I'implication équivaul exactement & la liaison entre
condition et conséquence : p implique q équivaut a si p, alors (.
Considérons maintenant, pour voir dans quelles conditions celle
liaison peul étre vraie, les trois proposilions suivanles :

Si Socrate est un homme, il est mortel ;
Si ce cheval est un homme, il est mortel ;
Si ce rocher est un homme, il est mortel.

(') Bulletins de la Classe des Sciences, pp. 223-4.
(?) Grundgesetze der Arithmetik, Tena, premier volume, p. 20.
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Ces proposilions sont, toutes trois, vraies — il est impossible d’en
douter. Leurs termes peuvent élre vrais ou faux, mais la liaison
de la condition & la conséquence resle parfaitement intacte dans
les trois cas.

En les examinant successivemenl, nous verrons que les deux
propositions, lermes du premier exemple, sonl loutes deux vraies;
que les deux propositions du deuxiéme sont, la premiére, fausse
el la seconde, vraie ; que les deux proposilions du Iroisiéme sont
toutes deux fausses. Seul le dernier cas restant, & savoir celui
ol la condition est vraie el la conséquence, fausse, ne se lrouvera
jamais réalisé dans aucune implicalion.

Résumons maintenant ces considéralions dans le tableau suivant:
deux propositions pouvant chacune étre vraie ou fausse produisent
I'une des qualre combinaisons diflérentes :

vrai — vrai ;
fanx — vrai;
faux — faux;
vrai — faux.

L'implication exclut la possibilité du quoalritme cas. Clest la
toute sa signification et les lois usuelles de la logique ne permet-
tent point de lui en donner une autre. L'allure de ce résultat pourra
parailre assez paradoxale. Mais I'impression d'élrangelé s’évanounira
si I'on réfléchit & 'usage que nous faisons de I'implicalion. Celte
nolion n'a, en effet, dans nos raisonnements, qu'un seul emploi,
que l'on peut définir schémaliquement de la maniére suivante :
nous établissons la vérité de la formule p implique q ; puis celle
de la proposilion p; nous en concluons la vérilé de g. Aucun des
deux cas, & apparence élrange, faux-vrai et faux-faux, ne peut étre
ulilisé de la sorte. De 14 nolre manque de [amiliarilé avec eux,
Mais l'implication, quoique inutilisable, n’en subsisle pas moins.

On peut donc dire que le faux implique tout, aussi hien le
vrai que le faux. Nous comprenons mainlenant pourquoi la for-
mule 4 laquelle est parvenu M. Kinlchine n’est qu'apparemment
paradoxale. Ou bien, nous dit-il, p impliqgue ~ p, ou bien ~ p
implique p. La premiére branche de lalternalive se produira
quand p sera faux, p alors impliquant toule aulre proposition que
ce soit et notamment ~ p. La seconde branche de I'alternative, au
contraire, sera réalisée quand p sera vrai, alors ~ p élant faux
impliquera toute aulre proposilion que ce soit, et nolamment p.
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Mais alors, ne pourrait-on peut-élre se servir du méme raison-
nement, pour soulager la logique de M. Brouwer de la contradic-
tion que nous avons fail peser sur elle? Nous sommes arrivés,
en effet, & une formule du méme genre: ou bien p implique p',
ow bien p' implique ~ p. La contradiction que nous voulons y
voir est-elle réelle? Ou bien le sens que nous venons de donner
4 la nolion d’implicalion ne leve-1-il pas toute difficulté ?

En admeltant qu'il en fat ainsi, M. Brouwer n’échapperait & un
danger que pour retomber dans un autre, plus flagrant. Nous allons
montrer, aussi bridvement que possible, qu’il lui est inlerdit, sous
peine de contradiction immédiate, d’adopter pour son implicatlion
le sens de limplication eclassique, tel que nous venons de le
préciser. Il nous faut, pour cela, préciser, a son tour, le sens de la
notion ox. Le langage courant 'emploie dans deux acceptions
différentes. Elle signifie toujours dans 'une ou dans 'autre, que
I'une au moins des deux proposilions qu’'elle unit, est vraie. En
pluas, elle signifie souvent que l'une au moins de ces deux propo-
silions est fausse. Dans ce dernier cas, elle comporte une exclusion
muluelle. Convenons, dans ce qui va suivre, de ne I'employer
que dans le premier de ces deux sens, c’est-a-dire que la somme
logique p ow g signifiera 'une aw moins des dewwx propositions p
et q est vraie, el rien de plus.

Formons maintenant 'expression ~ p o ¢ et demandons-nous
dans quels cas elle sera vraie et dans quels cas elle sera fausse.
Elle sera vraie évidemment lorsque p et ¢ seront lous denx
vrais, car alors ~ p est faux, mais g est vrai. Elle sera vraie
aussi dans le cas ou p el ¢ seront, le premier, faux et le second,
vrai, car alors ~ p el ¢ sont lous deux vrais. Elle sera vraie
encore lorsque p el g seront tous deux faux, car alors g sera
faux, mais ~ p vrai. Elle ne sera fausse que dans le ¢unatrieme
cas, & savoir quand p sera vrai et ¢ faux.

On voit que l'on retrouve une concordance parfaite entre les
conditions de vérilé de celle expression ~p ou g et celle de p
implique g. Elles sont donc exactement équivalent:s et on peut
considérer I'une comme la définition de I'autre.

Ce résullat une fois aequis, observons ¢que M. Brouwer peut
difficilement contesler qu'nne proposition quelcongue s’implique
elle-méme, c’est-i-dire que si elle est vraie, elle est vraie. Le
principe d’identité que nous venons d'énoncer parait réellement
indispensable a toule pensée.
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Or, si 'on veut lui appliquer I'équivalence que nous venons
d’établir, on verra que nous parvenons ainsi 4 la formule

p implique p est équivalenl & ~ p ow p.

Mais ~ p ow p doit se lire: des deux propositions p et ~ p,
I'une au moins doit élre vraie. C'est le principe du liers exclu
qu'on voit, de la sorle, élre I'équivalent du principe d’identilé.
Ou bien M. Brouwer doit rejeler, s’il se réfugie dans notre analyse
de I'tmplication, la légilimilé de la lautologie, el sans laulologie,
plus de langage ni de pensée ; ou bien il doit admetlre, en méme
temps, ce pauvre principe du tiers exclu contre lequel il fulmine
depuis tant d’années.

A vrai dire, il pourrail objecter & nolre raisonnement qu’il
lui est possible d’analyser implication d’une maniére différente.
La théorie que nous en avons faite laissait dans 'ombre, on l'aura
remarqué, la possibilité du tiers. Si 'on en lenait compte, on
pourrait peut-étre éviter ce mortel rapport entre principe d'iden-
Lité et principe du liers exclu.

A tout prendre, celle maniére de faire pourrait aisémenl se
justifier. Puisque I'implication exclul la possibilité que la premiére
soit vraie et que la seconde ne le soil pas, la tierceté du second
terme serail aussi incompalible avee la vérilé du premier. Et dans
ce cas, I'implication exclurait la possibilité de la coexistence de p el
de ~ g ow ¢'. La formule qui serait équivalente & celle nouvelle
nolion d’implication, ce ne serait plus ~ p ou ¢, mais mainle-
nant ~ p ou p' ou q.

Celle maniére de sauver l'intuilionnisme en recourant & la signi-
fication traditlionnelle de la nolion d'implicalion, exprimée seule-
ment en un langage nouveau, n'est pas plus recevable que la
précédente et elle cache une contradiction immédiale. Mais celle
fois, pour la faire ressorlir, il nous faut user du caleul symbolique
et nous prions le lecleur de se reporler i l'appendice I, ol nous
avons renvoyé la démonslralion formelle,

I,

Aprés avoir passé en revue les dilférentes criliques qu'on nous
a objeclées, nous croyons avoir le droil de conclure qu'aucune
d’entre elles n'a ébranlé la validilé de nolre démonsltralion. EL la
premiére conclusion que nous pouvons lirer de cel examen, c’est
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que les principes de la logique ne sont pas des vérilés isolées
les unes des aulres, dont on puisse accepter quelques-unes en
rejetant le reste. Mais elles forment un faisceau bien lié. Si |'on
touche 4 I'une des portions de 'ensemble, loutes les aulres doivent
étre modifiées. Nous avions, dans notre précédent travail, indiqué
déja un pareil moyen de rendre le brouwerisme cohérent — mais
hélas ! sans lui conférer de fécondité.

Il nons semble d'ailleurs cue la queslion du tiers exclu a élé
sonlevée par M. Brouwer sans nécessité bien pressante. M. Brouwer
est un intuilionniste. Il eslime, nons 'avons dil déja, que toutes
les mathématiques découlent de 'intuition dn temps. C'est la un
criterinm positif de vérité. On pouvail forl bien lui appliquer les
lois de la logique habiluelle. Il aurait sufi de définir le fanx comme
étant le non-vrai, ¢’est-d-dire ce (ui ne déconlait pas de I'intuition
originelle. Et le principe du tiers exclu anrait conservé ainsi toute
sa validité. Il semble done que la posilion de M. Brouwer soit
double et puisse s'analyser en deux théories indépendantes. La
premiére, sa théorie de l'origine des mathématiques, la seconde,
sa théorie de la possibilité d'un liers.

Nous avons fait justice de la seconde el nous n'avons pas abordé
la premiére. Il nous semble pourtant que sur ce dernier point
quelques réflexions s’imposent.

Un formaliste adople n'importe quel systéme de postulals pour
en lirer des conséquences, et conslruit ainsi des [héories hypo-
thético-dédnctives, des barémes de déduclions toutes faites, pour
le jour oii les sciences de la nature pourront les appliquer. L'intui-
tionniste prélend an conlraire que, parmi tous les postulals, certains
seulement sont légilimes. Son atlilude est done restrictive. Il dresse
des barriéres aulour de la science. Il lui assigne ses méthodes
de progrés. Nous croyons celle attitude dangereuse. Toules les
barriéres que l'on a dressées de tout temps aulour de la science
ont toujours cédé sons 'impulsion irrdsistible des élargissements
de 'esprit humain. Il1 vaul mieux laisser I'avenir seul juge de la
fécondité de nos constructions scientifiques. Toule codificalion
impruadente opérée dés maintenant risque d'élouffer un développe-
ment possible dont peut-étre la science de demain aura le besoin
le plus pressant.

L’attitude du formaliste présente encore un second avantage
qui retiendra l'atlention des esprits positifs. Les mathémaliques
sont, depuis longtemps, un savoir qni a ses méthodes propres
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el ses erileriums de vérification, Adopter un intuilionnisme quel-
conque, c’est faire rentrer dans le champ de ces sciences des
problémes philosophiques. Leur discussion, forcément incertaine,
viendra troubler celle clarlé, qui fut toujours pour le malhéma-
ticien le plus impérieux des besoins. Nous ne méprisons pas la
philosophie. Nous croyons, au contraire, (qu’elle remplit une tiche
nécessaire dans I'évolution de Uesprit humain. Mais nous croyons
anssi qu'il imporle extrémement de ne pas effacer la ligne de
démarcalion qui la sépare des mathémaliques. Nous ne voyons
pas ce que les mathémaliques gagneraient & élre envahies par
les débats philosophiques. Nous voyons clairement ce cu’elles y
perdraient.




ANNEXE L

Nous allons montrer que si M. Brouwer accepte 1'équivalence
de P'implication poq (') avec la somme logique ~ pvp'vq (%), il
tombe dans une contradiclion,

Qnand la proposition p est lierce, la somme logifque ~ pvyp'vi,
ayant un terme vrai, p’, est vraie. Si I'implication lui équivaut,
elle est done également vraie et nous avons, quel que soit q

r

P! ~0. poq.
Transposons (%) celte formule ; il vient

~(poq).a. ~p".

Si implicalion esl fausse, c'est que p est vrai sans que q le soit,
Si q n'est pas vrai, il est faux ou tiers. Nous pouvons donge
substituer au premier membre de notre formule I'expression
p (@'v~q) (). 1l vient

p- (v ~q).0. ~p'.
En transpozant 4 nouveau et en se rappelant que p'o ~~p

et que la négation d'un produit logique équivaut a4 la somme
logique des négalions de ses termes

plo. ~pv ~(q'v ~q).

(') Lire: p implique q ou bien si p, alors q.

(%) Lire: p est fauxr ow p est tiers ou ¢ est vrai. On se rappellera que
pour que la somme logique soit vraie, il faut et il sunt qu'au moins
I'un de ses termes soit vrai.

(%) Voir page 4 du présent travail.

(*) Lire: p et ¢'v ~q. Le point entre propositions est le symbole du
produit logique ; celui-ci est vrai quand tous ses termes sont vrais.
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De méme la négation d’'une somme logique équivaul au produit
logique des négalions de ses termes. Done

pl.o.~pv~q.~~q.

Or, ~q' signifie qu'il est faux que la proposition q soil tierce;
~ ~q, qu'il est faux qu’elle soil fausse. Elle ne peut donc élre
que vraie. Donc

po~pvq.

Enfin, ¢ étant une proposilion quelconque, nous pouvons la rem-
placer par p: il vient
p'o ~pvp,

c'est-a-dire lorsqu'une proposilion est lierce, elle est ow lien
fausse ou bien vraie, c. q. f. d.
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ANNEXE 1L

Nouvelle démonstration de la seconde partie du lemme IL.

Dans nolre démonstration réfutant I'existence d'une proposition
tierce, nous avons ulilisé deux lemmes.

Lemme I. — La condition nécessaire de la [ausselé d'une somme
logique est la fausselé de chacun de ses lermes:

~(pvq)io:i~p. ~q. (M

Lemme II.— 1° Quand un lerme d'un produit logique est faux,
le produil logique est [aux :

~pv~(q.9.~(pq) (%)

92 La condilion nécessaire de la fausselé d'un produit logique
est la fausselé d'un au moins de ses termes:

~(pq).2 ~pv~q.

La démonstratica gue nous avions donnée (%) de ce 2°, n’était
pas concluante. M. Afsitidysky nous I'a fait fort justement remar-
quer ('),

Nous avons aussilot rétabli la démonstration ; mais nous ne
I'avons pas publiée jusqu’ici, parce que nous atlendions I'occasion
que nous fournit le présent travail.

Postulat 4, 24. — Si une proposilion implique qu'une aulre
proposilion en implique une troisiéie, alors le produil logique
des dewx premiéres implique la troisiénme el réciproquement :

p.o.qor: =:pqor,.

Nous savons, par la premiére partie du lemme [I, que la faus-
seté d’'un de ses termes délermine la fausseté du produit logicque.

(') Note citée p. 9. (*) Note citée p. 10. (%) Ibid. (4 Op. cit,
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Il est, d’autre part, évident que la vérilé d’un de ses lermes
ne peut déterminer la fausseté du produit, puisqu’alors la vérilé
simultanée des deux termes entrainerail & la fois la vérité et la
fausseté du produit. Il ne nous reste plus & envisager que les
conséquences, pour le produit logique, de I'élat tiers de I'un ou de
ses deux termes.

Nous allons établir que si I'élat tiers d'une proposilion entraine
la fausseté da produit logique, I'aulre proposition est nécessaire-
ment fausse, ce qui revient au théoréme & démontrer.

Supposons done que la proposilion p soit tierce, el qu'elle
délermine la fausseté du produit logique pq :

p'o ~(pq).
Transposons celle formule ; il vienl (postulats 2; 1; 3),
pPgo~ |‘n".
En vertu du poslulat (4, 24)
q.o.pa~p'.
En transposant le second membre (2; 3), on a
q.0.~~p'o~p.
On démontre facilement (1 ; 4, 24; 3) que celte formule équi-
vaut a
q.0.p'a ~p.
Le second membre de celle formule étant une contradiction, la
proposition ¢, qui 'implique, ne peut étre que fausse en vertu de

la définition classique du faux, acceptée par M. Brouwer
Nous avons donc démonlré que la condilion est nécessaire.




ANNEXE III.

Le postulal nouveau (4,24) simplifie grandemenl la démons(ralion
précédente. Il n’est pourtant pas indispensable : nous donnons
ici une seconde démonstration sans celle hypothése additionnelle.

Nous démontrons la réciproque du lemme I, dont nous avons
besoin cette fois; nous ne démontrons pas d'une facon compléte
la réciproque du lemme II, ce qui nons oblige & considérer un
cas de plus ; et nous établissons le théoréme principal en montrant
que ce cas nous conduil, lui aussi, 4 une conltradiction.

Réciproque du lemme I : Si dewx proposilions sonl fausses,
leur sonune logique est fausse :

~Pp.~qto:~(pvq).

Par définilion, si la somme logique pvq est vraie, I'une au
moins des proposilions esl vraie el quel que soil I'élat de 'aulre
proposition ; on esl done dauns 'un des cing cas pq, pq’, p'dq, p ~ 1,
~ p.q.

D’antre part, le lemme I nous a appris que si pvq est faux,
alors on a ~p et ~ (.

Il s’ensuit que dans les trois aulres cas possibles, p' ~q, q' ~ p
et p'q’, la somme logique de pwvq est lierce.

Il n'y a donc pour déterminer la fausselé de la somme logique,
que le seul cas ~ p. ~ (.

Réciproque affaiblie du lemme Il. Nous savons, d'une part,
(que la vérité du produit logique pq esl impliquée par pq; et par
la premiére partie du lemme II, que la fausseté de pq est impli-
guée par l'un des cing cas ~p.q, ~q.p, ~p.q, ~q.p,
~p. ~(.

Il reste les cas pq', p'q ou p'q’.

11 est évident que jamais pq' n'implique ~ (pcp), car alors il suffi-
rait d’afirmer une proposition p toujours vraie, en méme lemps
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qu'une proposition tierce ', pour avoir un produit logigque faux ;
en dantres termes, loutes les proposilions tierces de M. Brouwer
deviendraient fausses, si 'on énoncait en méme temps que 2 et 2
font 4.

Il en est de méme du cas p'q.

Le seul cas non envisagé élant p'q’, nous pouvons dire & coup
siir que

~(pgq).o.~pv~qvp'q.

Malleureusement, pour écarler le Lroisiéme cas, bien invraisem-
blable, nous aurions besoin d’un postulat nouveau.

Théoréme. La nolion de Uélat liers p' d'une proposilion p
timplique conlradiction.

La démonstration commence comme dans notre note.

Mais la seconde formule de celle démonstralion contenait, dans
son second membre, la négation d'un produit logique que nous
avions remplacée par la somme logique des négalions de ses
conslituants ; nous devons mainlenant considérer le troisicme cas,
ol les constituants seraient lous deux tiers. Nous allons montrer
que dans ce cas, nous sommes encore amenés 4 une contradiclion.

Par syllogisme (3) nous devrons avoir :

pioi(~pvp) . (~p'vp").

Done, en vertu de 4, 21 nous aurions 2 la fois :
po(~pvp) et po(~p'vp".

Etadions d’abord la premiére de ces formules ; son second
membre affirme qu'une somme logique est tierce et nous avons
vu, par la démonslration de la réciprogque du lemme I, dans quels
Lrois cas cela se produit ; nous obtenons donc par syllogisme :

pio:(~pl.~pvp'.~~pv(~p) p".
Or (1)
Po~~p;

donc si p est vraie, ~ p n'est jamais tiers, ce qui exclut les
termes qui contiennent (~ p)’. Donc nous sommes amenés i

p:o:p'.~~ p.
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Donc 4, 21
po prr‘

Etudions maintenant la seconde formule, en nous souvenant
qu'elle doit étre vraie en méme temps que la premidre. Son
second membre est encore l'affirmalion qu’'une somme logique
est tierce. Un calcul analogue au précédent nous montre alors :

p 0 (_,v pl’)!_ 21 pl'f v pﬂ'f. Pt s pf v (_‘U pi’)l-puf.

Remarquons d'ailleurs que le second meémbre de cette formule ne
diffétre du second membre de la premiére, que par le fait que p
est devenu p', done p' est devenu p' et p'' est devenu p'’. Mais
comme la conclusion de la premiére formule était que I'bypolhése
p implique p”, celte hypothése p est done incompalible soit avec
p'”’, soil avec ~ p", puisqu'une proposition, en 1'occurence p'", est
toujours incompalible avec I'affirmalion cu'elle est lierce ou fausse
(principe de contradiction, 6).

Mais ceci nous oblige & écarter chacun des trois cas de la
seconde formule, comme incompalible avec la conséquence de la
premiére,

Conclusion : La nolion d’état tiers p’ implique, méme dans ce
cas-ci, que p implique contradiction. c. q. f. d.




